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w RABOTE PREDLAGAETSQ ALGORITM SAMONASTROJKI AMPLITUD I

�ASTOT ISPYTATELXNYH GARMONIK W PROCESSE IDENTIFIKACII�
pRIWODITSQ PRIMER� DEMONSTRIRU��IJ �FFEKTIWNOSTX PRED�
LOVENNOGO ALGORITMA�

� wWEDENIE

pROCESS IDENTIFIKACII ODNOMERNOGO LINEJNOGO OB�EKTA PROTEKAET PRI DWUH WHODAH�
IZMERQEMOM I NEIZMERQEMOM� nEIZMERQEMYJ WHOD � �TO NEIZWESTNOE WNE�NEE WOZMU�E�
NIE� iZMERQEMYJ WHOD MOVET BYTX UPRAWLQEMYM LIBO NEUPRAWLQEMYM� uPRAWLQEMYJ
WHOD NAZYWAETSQ ISPYTATELXNYM �TESTOWYM� SIGNALOM� iSPYTATELXNYJ SIGNAL OPREDE�
LQETSQ �STROITSQ� DO NA�ALA IDENTIFIKACII �NA �TAPE PLANIROWANIQ �KSPERIMENTA �	
�
NA OSNOWE APRIORNOJ INFORMACII O PARAMETRAH OB�EKTA I WNE�NEM WOZMU�ENII� wID
ISPYTATELXNOGO SIGNALA SU�ESTWENNO WLIQET NA TO�NOSTX I DLITELXNOSTX IDENTIFIKA�
CII�

pRI IDENTIFIKACII S POMO�X� METODA NAIMENX�IH KWADRATOW �mnk� PREDPOLA�
GAETSQ� �TO WNE�NEE WOZMU�ENIE � SLU�AJNYJ PROCESS TIPA ��BELYJ �UM��� I IS�
PYTATELXNYJ SIGNAL STROITSQ ISHODQ IZ ZNANIJ O PARAMETRAH OB�EKTA� w METODE IN�
STRUMENTALXNYH PEREMENNYH �	
 I PRI ISPOLXZOWANII RANDOMIZIROWANNYH ALGORITMOW
IDENTIFIKACII ��
 WNE�NEE WOZMU�ENIE � PO�TI PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ� I PO�TOMU NA
ISPYTATELXNYJ SIGNAL NAKLADYWAETSQ DOPOLNITELXNOE OGRANI�ENIE� ON DOLVEN BYTX

NEKORRELIROWAN S WNE�NIM WOZMU�ENIEM� 	TO USLOWIE TRUDNO WYPOLNITX APRIORI� TAK
KAK WNE�NEE WOZMU�ENIE NEIZWESTNO I NEIZMERQEMO�

wMETODE KONE�NO��ASTOTNOJ IDENTIFIKACII ��
 ISPYTATELXNYJ SIGNAL IMEET OPREDE�
L
NNU� STRUKTURU� �TO SUMMA GARMONIK� �ISLO KOTORYH NE PREWY�AET RAZMERNOSTX WEK�
TORA PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ OB�EKTA� eGO NEKORRELIROWANNOSTX S WNE�NIM WOZMU�ENI�
EM PROWERQETSQ W PROCESSE IDENTIFIKACII� ESLI AMPLITUDY I �ASTOTY ISPYTATELXNYH

GARMONIK IZWESTNY� iNTUITIWNO QSNO� �TO ISPYTATELXNYE �ASTOTY NUVNO WYBIRATX IZ

DIAPAZONA �ASTOT� W KOTOROM LOGARIFMI�ESKAQ AMPLITUDNO��ASTOTNAQ HARAKTERISTIKA
OB�EKTA IMEET IZLOMY� 	TI IZLOMY OPREDELQ�TSQ NEIZWESTNYMI PARAMETRAMI OB�EKTA�
w RABOTE �

 PREDLOVEN METOD �KSPERIMENTALXNOJ OCENKI �W PROCESSE IDENTIFIKACII�
GRANIC �TOGO DIAPAZONA� �TO DA
T WOZMOVNOSTX POSTROITX ALGORITM SAMONASTROJKI AM�
PLITUD I �ASTOT ISPYTATELXNYH GARMONIK W PROCESSE IDENTIFIKACII� KOTORYJ I PRED�
LAGAETSQ W NASTOQ�EJ RABOTE�

	



sTATXQ POSTROENA SLEDU��IM OBRAZOM� wNA�ALE OPISYWAETSQ METOD KONE�NO��ASTOT�
NOJ IDENTIFIKACII� zATEM �W RAZDELE �� FORMULIRU�TSQ ZADA�I SAMONASTROJKI AMPLI�
TUD I �ASTOT ISPYTATELXNOGO SIGNALA� w RAZDELE 
 POKAZANO� �TO� ESLI ISPYTATELXNYE
�ASTOTY WYBIRA�TSQ WNE UKAZANNOGO W �

 DIAPAZONA �ASTOT� TO TO�NOSTX IDENTIFIKACII
MOVET BYTX NIZKOJ� rAZDELY � I � POSWQ�ENY ALGORITMAM SAMONASTROJKI ISPYTATELX�
NOGO SIGNALA� pRIMER RAZDELA � POKAZYWAET �FFEKTIWNOSTX �TIH ALGORITMOW�

� mETOD KONE�NO��ASTOTNOJ IDENTIFIKACII
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rASSMOTRIM POLNOSTX� UPRAWLQEMYJ OB�EKT� OPISYWAEMYJ URAWNENIEM
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GDE tF � MOMENT NA�ALA FILXTRACII tF � t� � � � WREMQ FILXTRACII� KOTOROE KRATNO
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uTWERVDENIE � ��� eSLI WOZMU�ENIE f�t� TAKOWO� �TO� NA�INAQ S NEKOTOROGO

MOMENTA � � � � � WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ

j��k �� �j � ��k �
�����k �� ���� � ��k k � 	� n� � � � �� �����

W KOTORYH ��k I ��k
�
k � 	� n

�
� ZADANNYE �ISLA� TO SU�ESTWUET MOMENT � � � �� � � �

TAKOJ� �TO O�IBKI FILXTRACII ��k�� � � ��k � �k I ��k�� � � ��k � �k
�
k � 	� n

�
UDOWLETWORQ�T NERAWENSTWAM

j��k�� �j � ��k � j��k�� �j � ��k k � 	� n� � � � ��� �����

wOZMU�ENIE� UDOWLETWORQ��EE USLOWIQM ������ NAZYWAETSQ ��
 ff�FILXTRUEMYM NA

ZADANNOM NABORE ISPYTATELXNYH �ASTOT�
eSLI OB�EKT NEUSTOJ�IW� TO ON WOZBUVDAETSQ ISPYTATELXNYM SIGNALOM

u�t� � e��t�t��
nX

k��


k sin
k�t� t��� t � t�� ���	��

A OCENKI EGO �ASTOTNYH PARAMETROW NAHODQTSQ KAK WYHODY MODIFICIROWANNOGO FILXTRA
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��� �ASTOTNYE URAWNENIQ I ALGORITM IDENTIFIKACII

iSPOLXZUQ OCENKI �ASTOTNYH PARAMETROW� MOVNO NAJTI OCENKI KO�FFICIENTOW OB��
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pRIME�ANIE � mETOD KONE�NO��ASTOTNOJ IDENTIFIKACII NE IZMENQETSQ� KOGDA WY�
HOD OB�EKTA IZMERQETSQ S �UMOM� w �TOM SLU�AE URAWNENIQ ���	� DOPOLNQ�TSQ WYRAVE�
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METRY TO�NO IZWESTNY� oDNAKO O�IBKI FILXTRACII PRIWODQT K ZAWISIMOSTI OCENOK

KO�FFICIENTOW OB�EKTA OT WYBORA ISPYTATELXNYH �ASTOT� 	TO OB�QSNQETSQ TEM� �TO
�ASTOTNYE URAWNENIQ ���	��� KOTORYE TRANSFORMIRU�T O�IBKI FILXTRACII W O�IBKI

IDENTIFIKACII� IME�T KO�FFICIENTY� QWNO I NEQWNO ZAWISQ�IE OT 
k

�
k � 	� n

�
�

dLQ ISSLEDOWANIQ WLIQNIQ WYBORA ISPYTATELXNYH �ASTOT BUDEM ISPOLXZOWATX MAK�
SIMALXNYE ZNA�ENIQ OTNOSITELXNYH O�IBOK FILXTRACII I IDENTIFIKACII�

��� � max
n
��� � ��� ��� � ��� � � � � ��n � �n� ��� � ��� ��� � ��� � � � � ��n � �n

o
� ���	�

�dk � max
n
�d� � d� � �d� � d� � � � � � �dn � dn � �k� � k� � �k� � k�� � � � � �k� � k�

o
� �����

�



oPREDELENIE � kO�FFICIENTOM �UWSTWITELXNOSTI O�IBOK IDENTIFIKACII K O�IB

KAM FILXTRACII NAZYWAETSQ �ISLO �OBUSLOWLENNOSTI�

K� �
�dk
���

� �����

zADA�A � iSSLEDOWATX ZAWISIMOSTX KO�FFICIENTA �UWSTWITELXNOSTI OT ISPY

TATELXNYH �ASTOT� NAJTI DIAPAZONY �ASTOT S WYSOKIM KO�FFICIENTOM �UWSTWI

TELXNOSTI I POSTROITX ALGORITM SAMONASTROJKI ISPYTATELXNYH �ASTOT WNE �TIH

DIAPAZONOW�

wYBOR AMPLITUD ISPYTATELXNOGO SIGNALA �PRI ZADANNYH ISPYTATELXNYH �ASTO�
TAH I POKAZATELE �KSPONENTY � � OSLOVN
N SLEDU��IMI PROTIWORE�IWYMI TREBOWANI�
QMI� s ODNOJ STORONY� O�IBKI FILXTRACII OBRATNO PROPORCIONALXNY AMPLITUDAM 
k�
k � 	� n

�
I PO�TOMU POSLEDNIE DOLVNY WYBIRATXSQ MAKSIMALXNO WOZMOVNYMI� s DRU�

GOJ STORONY� SOSTAWLQ��AQ WYHODA OB�EKTA� WOZBUVD
NNAQ ISPYTATELXNYM SIGNALOM�
DOLVNA BYTX DOSTATO�NO MALOJ �ASTX� ��ESTESTWENNOGO�� WYHODA �y�t� � pO�TOMU AM�

PLITUDY 
k
�
k � 	� n

�
WYBIRA�TSQ MAKSIMALXNO WOZMOVNYMI PRI USLOWII

jy�t�� �y�t�j � �y� t � tF � ���
�

W KOTOROM �y � ZADANNOE �ISLO� 	TO USLOWIE NAZYWAETSQ ��
 USLOWIEM ��MALOSTI WOZ�
BUVDENIQ�� OB�EKTA ISPYTATELXNYM SIGNALOM� nARQDU S USLOWIEM ���
� NIVE BUDET
ISPOLXZOWATXSQ I BOLEE ��MQGKOE�� USLOWIE ��MALOSTI WOZBUVDENIQ��

max
t�tF

jy�t�j �max
t�tF

j�y�t�j � �y� �����

pOKAZATELX �KSPONENTY � W ISPYTATELXNOM SIGNALE ���	��� ISPOLXZUEMOM W PROCES�
SE IDENTIFIKACII NEUSTOJ�IWOGO OB�EKTA� DOLVEN UDOWLETWORQTX USLOWI� � � s� � W
KOTOROM s� � NEIZWESTNOE �ISLO�

zADA�A � nAJTI ALGORITM SAMONASTROJKI AMPLITUD 
k
�
k � 	� n

�
ISPYTATELX


NOGO SIGNALA� PRI KOTOROM WYPOLNQETSQ USLOWIE MALOSTI WOZBUVDENIQ ������ A DLQ
NEUSTOJ�IWYH OB�EKTOW NAJTI TAKVE POKAZATELX �KSPONENTY � � s� �

pRIME�ANIE � w SLEDU��IH DWUH RAZDELAH PRIWODITSQ RE�ENIE ZADA�I 	 DLQ ASIMP�
TOTI�ESKI USTOJ�IWOGO OB�EKTA� pOKAVEM� �TO �TO RE�ENIE POLNOSTX� RASPROSTRANQ�
ETSQ NA NEUSTOJ�IWYE OB�EKTY� oBOZNA�IM

�y�t� � y�t�e���t�t��� �u�t� �
nX

k��


k sin
k�t� t��� �����

tOGDA� W SOOTWETSTWII S ���	��� IMEEM u�t� � �u�t�e��t�t�� � wWED
M SLEDU��EE

oPREDELENIE � pREOBRAZOWANNYM OB�EKTOM NAZYWAETSQ OB�EKT� WHODOM KOTO

ROGO QWLQETSQ SIGNAL �u�t� � A WYHODOM � IZMERQEMYJ SIGNAL �y�t� �

sTRUKTURNAQ SHEMA �TOGO OB�EKTA PRIWEDENA NA RIS� 	�

�u
�� e��t�t��

u
�� w�s�

y
�� e���t�t��

�y
��

rIS� 	� pREOBRAZOWANNYJ OB�EKT�

�



nAJD
M EGO PEREDATO�NU� FUNKCI�

�w�s� �
�y�s�

�u�s�
�

�f�y�t�g

�f�u�t�g
�

�fy�t�e���t�t��g

�fu�t�e���t�t��g
�

y�s� ��

u�s� ��
�

� w�s� �� �
k�s� ��

d�s� ��
�

�k�s�
�d�s�

�
�k�s� � � � �� �k�s� �k�

sn � �dn��sn�� � � � �� �d�s� �d�
�

�����

pREOBRAZOWANNYJ OB�EKT ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IW� dEJSTWITELXNO� TAK KAK d�si� �

�
�
i � 	� n

�
� TO KORNQMI POLINOMA �d�s� � d�s � �� QWLQ�TSQ KORNI �si � �� � si�

i � 	� n
�
� pO OPREDELENI� �ISLA � � Re �si � � �

oCENKAMI�ASTOTNYHPARAMETROW PREOBRAZOWANNOGO OB�EKTA QWLQ�TSQ WYHODY FILXT�
RA fURXE ������ 	TOT FILXTR S U�
TOM PERWOGO IZ OBOZNA�ENIJ ����� SOWPADAET S FILXT�

ROM ���		�� oCENKI KO�FFICIENTOW �di � �kj
�
i � �� n � 	� j � �� �

�
PREOBRAZOWANNOGO OB��

EKTA NAHODQTSQ PUT
M RE�ENIQ �ASTOTNYH URAWNENIJ ���	�� PRI sk � 	
k

�
k � 	� n

�
� A

ISKOMYE OCENKI KO�FFICIENTOW di I kj
�
i � �� n� 	� j � �� �

�
ODNOZNA�NO WY�ISLQ�T�

SQ PO FORMULAM� KOTORYE NETRUDNO POLU�ITX IZ RAWENSTW �d�s� � d�s��� � �k�s� � k�s��� �

� �ASTOTNYE DIAPAZONY

pEREDATO�NU� FUNKCI� ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWOGO OB�EKTA ���	�

w�s� �
k�s�

d�s�
�

�X
j��

kjs
j

	 �
nX

i��

dis
i

�
�	�

PRI k� �� � PREDSTAWIM W WIDE

w�s� � k�

	pY
i��

�
�Tis� 	

� 
pY
i��

�
�T �
i s

� � � �Ti��is� 	
�

�pY
i��

�
�Tis� 	

� �pY
i��

�
�T �
i s

� � � �Ti��is� 	
� � �
���

bUDEM POLAGATX� �TO POSTOQNNYE WREMENI RAZLI�NY I UPORQDO�ENY SLEDU��IM OB�
RAZOM�

�T� � �T� � � � � � �T�p � �T� � �T� � � � � � �T�p � �
���

j �T�j � j �T�j � � � � � j �T	pj� j �T�j � j �T�j � � � � � j �T
pj� �
�
�

oPREDELENIE � �ASTOTY

�
i �
	
�Ti

i � 	� �p� �
i �
	
�Ti

i � 	� �p� �
i �
	

j �Tij
i � 	� �p� �
i �

	

j �Tij
i � 	� �p� �
���

NAZYWA�TSQ SOBSTWENNYMI �ASTOTAMI OB�EKTA�

nIVNIE I WERHNIE GRANICY SOBSTWENNYH �ASTOT OBOZNA�IM KAK


N � minf �
�� �
�� �
�� �
� g I 
W � maxf �
�p� �
�p� �
	p� �

p g � �
���

�



oPREDELENIE � dIAPAZONY �N I �W NAZYWA�TSQ DIAPAZONAMI NIZKIH ��� 
N� I

WYSOKIH �
W � �� �ASTOT SOOTWETSTWENNO� A DIAPAZON � � DIAPAZONOM SOBSTWENNYH

�ASTOT �
N � 
W 
 OB�EKTA�

�ASTOTNYE PARAMETRY OB�EKTA ���	� WYRAZIM �EREZ KO�FFICIENTY PEREDATO�NOJ

FUNKCII �
�	� �WYWOD SOOTNO�ENIJ PRIWED
N W PRILOVENII p���

�k �

�n��� 
X
q��

l�q

�q
k

nX
q��

mq

�q
k

� �k �

fn��
� g��X
q��

l�q��

�q��
k

nX
q��

mq

�q
k

k � 	� n� �
���

GDE ��
 I f�g � BLIVAJ�IE K � CELYE �ISLA� TAKIE �TO ��
 � � � f�g �

l�q �
X
��q

��	�i�qdikj ��
q �

n
i� j � i� j � �q � i � �� n� j � �� �

o
�

l�q�� �
X
�
�
q

��	�i�qdikj ��
q �

n
i� j � i� j � �q � 	� i � �� n� j � �� �

o
�

mq �
X
�q

��	�i�qdidj �q �
n
i� j � i� j � �q � i � �� n� j � �� n

o
�

�
���

uTWERVDENIE � wSEGDA SU�ESTWUET NABOR ISPYTATELXNYH �ASTOT 
k 	 �N�
k � 	� n

�
� STROGO ff
FILXTRUEMOE WNE�NEE WOZMU�ENIE jf�t�j � f� I WREMQ FILXT


RACII � � � � �� �GDE � �� � L�BOE� SKOLX UGODNO BOLX�OE �ISLO�� TAKIE� �TO KO�FFICI

ENT �UWSTWITELXNOSTI PREWY�AET L�BOE ZADANNOE POLOVITELXNOE �ISLO K�

� 	

K� � K�
� � �
���

dLQ DOKAZATELXSTWA UTWERVDENIQ 
 APPROKSIMIRUEM �ASTOTNYE PARAMETRY �
���
FUNKCIQMI

�Nk � l�� �Nk �
fn

�g��X
q��

l�q��

�q��
k k � 	� n� �
�	��

iZ STRUKTURY �
��� O�EWIDNO SLEDU��EE

sWOJSTWO � dLQ L�BOGO SKOLX UGODNO MALOGO �ISLA �N � � WSEGDA SU�ESTWUET

TAKOJ NABOR ISPYTATELXNYH �ASTOT 
k 	 �N

�
k � 	� n

�
� �TO

�Nk � �k � �N� �Nk � �k � �N k � 	� n� �
�		�

oCENKI �ASTOTNYH PARAMETROW PREDSTAWIM W WIDE

��k � �k�� � � �k���k�� � � �Nk��N��
k����k�� �� GDE �N��
k� � �k��
N

k �
��k � �k�� � � �k���k�� � � �Nk ��N��
k����k�� �� GDE �N��
k� � �k��

N

k �
k�	� n�

�
�	��

lEMMA � wSEGDA SU�ESTWU�T ISPYTATELXNYE �ASTOTY 
k 	 �N

�
k � 	� n

�
� STRO


GO ff
FILXTRUEMOE WNE�NEE WOZMU�ENIE jf�t�j � f� I WREMQ FILXTRACII � � � � ��

�GDE � �� � L�BOE ZADANNOE SKOLX UGODNO BOLX�OE �ISLO�� TAKIE� �TO

�N��
k� � ���k��
��� �N��
k� � ���k��

�� k � 	� n� �
�	��

�



sWOJSTWO � eSLI WYPOLNQ�TSQ RAWENSTWA ������� TO OCENKI �ASTOTNYH PARA

METROW OB�EKTA ����� IME�T WID

��k � �Nk �
��k � �Nk k � 	� n� �
�	
�

dLQ TAKIH ZNA�ENIJ �ASTOTNYH PARAMETROW RE�ENIE �ASTOTNYH URAWNENIJ ������
EDINSTWENNO� I PRI �TOM

�di � � i � 	� n� �
�	��

dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA 	 PRIWEDENO W PRILOVENII p��� LEMMY 	 � W PRILOVENII
p�
 I SWOJSTWA � � W PRILOVENII p���

uBEDIMSQ W SPRAWEDLIWOSTI SWOJSTWA � PRI n � � � �ASTOTNYE URAWNENIQ ���	��
IME�T W �TOM SLU�AE WID

�k� � 	
k
�k� � ���k � 	��k��	
k

�d� � 
�
k
�d�� � ��k � 	��k k � 	� �� �
�	��

pODSTAWLQQ S�DA ��k � l� I ��k � l�
k

�
k � 	� �

�
� POLU�IM SISTEMU

�k� � l�

�
k
�d� � l�


�
k
�d� � l�� �k� � l� �d� � l�


�
k
�d� � l� k � 	� �� �
�	��

KOTORAQ IMEET O�EWIDNOE RE�ENIE �d� � �d� � � � �k� � l� � �k� � l� � 	TO RE�ENIE EDIN�
STWENNO� TAK KAK OPREDELITELX� SOSTAWLENNYJ IZ KO�FFICIENTOW SISTEMY �
�	�� RAWEN
�l��
� � 
���
� � 
��
� �� � �

dOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ �� pUSTX ZADANO SKOLX UGODNO BOLX�OE �ISLO K�
� �

pRIMEM

�N �
	

K�
�

�
�	��

I NAJD
M �ASTOTY 
k

�
k � 	� n

�
� PRI KOTORYH WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA �
�		��

rAWENSTWA �
�	�� OZNA�A�T� �TO
�dk � 	� �
�	��

s DRUGOJ STORONY� IZ SWOJSTWA 	 I RAWENSTW �
�	�� I �
�	
� SLEDUET� �TO

��� � max
��k�n

n
��k � �k � ��k � �k

o
� max

��k�n
f�Nk � �k � �

N

k � �k g � �N �
	

K�
�

� �
����

pODSTAWLQQ �
�	�� I �
���� W ������ POLU�IM NERAWENSTWO �
����

K� �
�dk
���

�
	

���
� K�

� � �
��	�

uTWERVDENIE � wSEGDA SU�ESTWUET NABOR ISPYTATELXNYH �ASTOT 
k 	 �W

�
k � 	� n

�
�

STROGO ff
FILXTRUEMOE WNE�NEE WOZMU�ENIE jf�t�j � f� I WREMQ FILXTRACII � � �
� �� �GDE � �� � L�BOE ZADANNOE SKOLX UGODNO BOLX�OE �ISLO�� TAKIE� �TO �ASTOTNYE
URAWNENIQ ������ NESOWMESTNY� rE�ENIQ ZADA�I IDENTIFIKACII W �TOM SLU�AE NE SU

�ESTWUET�

dLQ DOKAZATELXSTWA UTWERVDENIQ � APPROKSIMIRUEM �POLAGAQ DLQ PROSTOTY� �TO n
� �
TNOE I � � n� 	 � �ASTOTNYE PARAMETRY �
��� FUNKCIQMI

�Wk �
n��X
q�n��

�l�q

��q�n�
k � �Wk � �l�n��


��
k k � 	� n� �
����

GDE �l� � l��mn �

�



sWOJSTWO � dLQ L�BOGO SKOLX UGODNO MALOGO �ISLA �W � � WSEGDA SU�ESTWUET

TAKOJ NABOR ISPYTATELXNYH �ASTOT 
k 	 �W

�
k � 	� n

�
� �TO

�Wk � �k � �W� �Wk � �k � �W k � 	� n� �
����

oCENKI �ASTOTNYH PARAMETROW PREDSTAWIM W WIDE

��k � �k�� � � �k���k�� � � �Wk��W��
k����k�� �� GDE �W��
k� � �k��
W

k�
��k � �k�� � � �k���k�� � � �Wk��W��
k����k�� �� GDE �W��
k� � �k��

W

k �
k�	� n�

�
��
�

lEMMA � wSEGDA SU�ESTWU�T ISPYTATELXNYE �ASTOTY 
k 	 �W

�
k � 	� n

�
� STRO


GO ff
FILXTRUEMOE WNE�NEE WOZMU�ENIE jf�t�j � f� I WREMQ FILXTRACII � � � � ��

�GDE � �� � L�BOE ZADANNOE SKOLX UGODNO BOLX�OE �ISLO�� TAKIE� �TO

�W��
k� � ���k��
��� �W��
k� � ���k��

�� k � 	� n� �
����

sWOJSTWO � eSLI OCENKI �ASTOTNYH PARAMETROW OB�EKTA ����� IME�T WID

��k � �Wk �
��k � �Wk k � 	� n� �
����

TO �ASTOTNYE URAWNENIQ ������ NESOWMESTNY�

dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA � PRIWEDENO W PRILOVENII p��� SWOJSTWA 
 � W PRILOVENII
p��� dOKAZATELXSTWO LEMMY � PROWODITSQ ANALOGI�NO PRIWED
NNOMU W PRILOVENII p�
�

uBEDIMSQ W SPRAWEDLIWOSTI SWOJSTWA 
 PRI n � � � w �TOM SLU�AE ��k � �l�

��
k I

��k � �l�

��
k

�
k � 	� �

�
� pODSTAWLQQ �TI OCENKI W �ASTOTNYE URAWNENIQ �
�	��� POLU�IM

SISTEMU


�
k
�k� � 
�

k
�l� �d� � 
�

k
�l� �d� � �l�� 
�

k
�k� � �l� �d� � 
�

k
�l� �d� � �l� k � 	� �� �
����

pODELIM PERWOE URAWNENIE �
���� NA 
�
k I WYPI�EM DLQ KAVDOJ �ASTOTY OTDELXNO

�k� � �l� �d� � �l� �d� � �l��

�
� �

�k� � �l� �d� � �l� �d� � �l��

�
�� �
����

uRAWNENIQ �
���� BUDUT SOWMESTNY TOLXKO W TOM SLU�AE� ESLI 
� � 
� � oDNAKO PO

OPREDELENI� ISPYTATELXNYH �ASTOT� 
i �� 
j DLQ i �� j
�
i� j � 	� n

�
� tAKIM OBRAZOM�

SISTEMA �
���� NESOWMESTNA� �TO I TREBOWALOSX POKAZATX�

dOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ �� pRIMEM

�W � ��� �
����

GDE �� � � � ZADANNOE �ISLO� I NAJD
M �ASTOTY 
k

�
k � 	� n

�
� PRI KOTORYH WYPOLNQ�

�TSQ NERAWENSTWA �
�����
iZ SOOTNO�ENIJ �
����� �
���� I �
���� SLEDUET� �TO

��� � max
��k�n

n
��k � �k � ��k � �k

o
� max

��k�n
f�Wk � �k � �

W

k � �k g � �W � ��� �
����

T�E� PRI SKOLX UGODNO MALYH OTKLONENIQH ��� � �� OCENOK �ASTOTNYH PARAMETROW OT

ISTINNYH� OPREDEL
NNYH NA �ASTOTAH 
k

�
k � 	� n

�
� IMEET MESTO SWOJSTWO 
�

	�



� oCENKA GRANIC ISPYTATELXNYH �ASTOT

��� sU�ESTWO PODHODA

uTWERVDENIQ 
 I � PODTWERVDA�T INTUITIWNO QSNOE POLOVENIE� �TO ISPYTATELXNYE
�ASTOTY DOLVNY WYBIRATXSQ IZ DIAPAZONA SOBSTWENNYH �ASTOT� 	TO OZNA�AET� �TO


N � 
k � 
W k � 	� n� ���	�

pO�TOMU NEOBHODIMO NAJTI OCENKI �
N I �
W GRANIC DIAPAZONA � SOBSTWENNYH �ASTOT�
pODHOD K RE�ENI� �TOJ ZADA�I SOSTOIT W SLEDU��EM� pREDSTAWIM PEREDATO�NU�

FUNKCI� �
��� OB�EKTA ���	� W WIDE SLEDU��EGO PROIZWEDENIQ �LEMENTARNYH ZWENXEW�

w�s� � w��s�
�pY

i��

�wi�s�
�pY

i��

�wi�s�
	pY

i��

�wi�s�

pY

i��

�wi�s�� �����

dLQ OPREDELENIQ LEWOJ GRANICY ISPOLXZUEM OPERATOR sN � s � KOTORYJ PORODIT

NABOR� w��sN� � k� � �wi�sN� �
	

�TisN � 	
� �wi�sN� �

	
�T �
i s

�
N
� � �Ti ��isN � 	

� �wi�sN� � �TisN � 	

I �wi�sN� � �T �
i s

�
N
� � �Ti ��isN � 	 �LEMENTARNYH ZWENXEW ������

dLQ OPREDELENIQ PRAWOJ GRANICY ISPOLXZUEM OPERATOR sW � 	�s � SOOTWETSTWENNO

POROVDA��IJ NABOR� w��sW� � ��s
n��
W

� �wi�sW� �
	

�TisW � 	
� �wi�sW� �

	
�T �
i s

�
W
� � �Ti ��isW � 	

�

�wi�sW� � �TisW � 	 I �wi�sW� � �T �
i s

�
W
� � �Ti ��isW � 	 � �LEMENTARNYH ZWENXEW ������ W KOTORYH

�Ti � 	� �Ti
�
i � 	� �p

�
� �Ti � 	� �Ti

�
i � 	� �p

�
� �Ti � 	� �Ti

�
i � 	� �p

�
� �Ti � 	� �Ti

�
i � 	� �p

�
I

�� � k�

	pY
i��

�Ti


pY
i��

�T �
i

� �pY
i��

�Ti

� �pY
i��

�T �
i �

wYDELIM ZWENO S MAKSIMALXNOJ POSTOQNNOJ WREMENI� TN � max
n

�T�� �T�� j �T�j� j �T�j
o

DLQ OPREDELENIQ 
N � 	�TN LEWOJ� I TW � max
n

�T�p� �T�p� j �T	pj� j �T
pj
o
DLQ 
W � TW PRAWOJ

GRANIC ISPYTATELXNYH �ASTOT SOOTWETSTWENNO� pEREDATO�NU� FUNKCI� ����� PREDSTA�
WIM W WIDE PROIZWEDENIQ

w�s� � wM�s�wD�s� �����

PEREDATO�NYH FUNKCIJ �WRISTI�ESKOJ MODELI � wM�s� I NEMODELIRUEMOJ DINAMIKI �
wD�s� � tAK� NAPRIMER� PRI TN � �T� I�ILI TW � �T�

wM�s� � w��s� �w��s�� wD�s� �
�pY

i��

�wi�s�
�pY

i��

�wi�s�
	pY

i��

�wi�s�

pY

i��

�wi�s�� ���
�

	WRISTI�ESKAQ MODELX W OB�EM SLU�AE PRIMET WID

dMnMy
�nM� � dMnM��y

�nM��� � � � �� dMn�

M

y�n
�

M
� � kM�Mu

��M� � kM�M��u
��M��� � � � �� kM��

M

u��
�

M
�� �����

GDE � � n�
M
� nM � n I � � � �

M
� �M � � � A dMi I kMj

�
i � n�

M
� nM � j � ��

M
� �M

�
� NEIZWESTNYE KO�FFICIENTY� oNI NAHODQTSQ IZ RE�ENIQ �ASTOTNYH URAWNENIJ ���	��

PO WYHODAM �k�� � I �k�� �
�
k � 	� nM � n�

M

�
FILXTRA fURXE ������ ESLI OB�EKT ���	�

WOZBUDITX ISPYTATELXNYM SIGNALOM

u�t� �
nM�n�

MX
k��


k sin
k�t� t��� t � t�� �����

		



iSPYTATELXNYE �ASTOTY 
k

�
k � 	� nM � n�

M

�
PRI �TOM WYBIRA�TSQ TAK� �TOBY NA

FUNKCII �k�� � I �k�� �
�
k � 	� nM � n�

M

�
MALO WLIQLI POSTOQNNYE WREMENI PEREDATO��

NOJ FUNKCII wD�s� �

��� oCENIWANIE LEWOJ GRANICY

lEWAQ GRANICA 
N OPREDELQETSQ MAKSIMALXNOJ POSTOQNNOJ WREMENI PEREDATO�NOJ

FUNKCII �
���� pO�TOMU W SOOTWETSTWII S �
��� I �
��� WOZMOVNY SLEDU��IE SLU�AI�

�A� 
N �
	
�T�
� �B� 
N �

	
�T�
� �W� 
N �

	

j �T�j
� �G� 
N �

	

j �T�j
� �����

dLQ PROSTOTY OGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM SLU�AQ �A�� iSSLEDOWANIE OSTALXNYH SLU�
�AEW WO MNOGOM ANALOGI�NO� 	WRISTI�ESKAQ MODELX ����� W �TOM SLU�AE PRIMET WID

T N

M
�y � y � kN

M
u� �����

wOZBUDIM OB�EKT ���	� ISPYTATELXNYM SIGNALOM

u�t� � 
 sin
�t� t��� 
 � 
N � t � t�� �����

I� ISPOLXZUQ WYHODY ��� � I ��� � FILXTRA fURXE ����� NAJD
M� KAK RE�ENIE URAWNENIJ
���	�� PRI n � 	 � FUNKCI�

T N

M
�� � � �

��� �


��� �
� ���	��

uTWERVDENIE 
 fUNKCIQ T N

M
�� � IMEET SLEDU��U� STRUKTURU

T N

M
�� � � T N

M
� �N

M
�
� � �� ���		�

W KOTOROJ �ISLO

T N

M
� �T� �

�pX
i��

�Ti � �
�pX

i��

�Ti��i �
	pX

i��

�Ti � �

pX

i��

�Ti��i� ���	��

A FUNKCIQ �N
M
�
� � � TAKOWA� �TO DLQ L�BOGO ZADANNOGO SKOLX UGODNO MALOGO �ISLA ��

N

WSEGDA SU�ESTWUET DOSTATO�NO MALAQ �ASTOTA 
 � 
N I DOSTATO�NO BOLX�OE WREMQ

FILXTRACII � � � �TO
j�N
M
�
� � �j � ��

N
� � � � �� ���	��

dOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ PRIWEDENO W RABOTE ��
� iZ WYRAVENIQ ���	�� SLEDUET�
�TO O�IBKA OCENIWANIQ �T� � OPREDELQEMAQ KAK T N

M
� �T� � BUDET TEM MENX�E� �EM BOLX�E

POSTOQNNAQ WREMENI �T� PO SRAWNENI� S OSTALXNYMI POSTOQNNYMI WREMENI PEREDATO��
NOJ FUNKCII �
���� I� TAKIM OBRAZOM� ISKOMAQ OCENKA LEWOJ GRANICY SOBSTWENNYH �ASTOT

�
N �
	

T N
M

� ���	
�

pRIME�ANIE � eSLI IMEET MESTO SLU�AJ �B� � �T� QWLQETSQ MAKSIMALXNOJ POSTOQN�
NOJ WREMENI OB�EKTA� I PRI �TOM ��� DOSTATO�NO WELIKA ���� � ��� � 	� � TO FORMULA
���	�� MOVET BYTX ISPOLXZOWANA DLQ OPREDELENIQ �T� � eSLI ��� MALO� TO OB�EKT WOZ�
BUVDAETSQ ISPYTATELXNYM SIGNALOM u � 
� sin
��t � t�� � 
� sin
��t � t�� � W KOTOROM

�� 
� � 
N � ISPOLXZUETSQ �WRISTI�ESKAQ MODELX T �N

M
�y��T N

M
�N
M
�y�y � kN

M
u I ISSLEDUETSQ

FUNKCIQ T �N
M

�� � I T�D�

	�



��� oCENIWANIE PRAWOJ GRANICY

pRAWAQ GRANICA 
W OPREDELQETSQ MINIMALXNOJ POSTOQNNOJ WREMENI PEREDATO�NOJ

FUNKCII �
���� pO�TOMU W SOOTWETSTWII S �
��� I �
��� WOZMOVNY SLEDU��IE SLU�AI�

�A� 
W �
	
�T�p
� �B� 
W �

	
�T�p

� �W� 
W �
	

j �T	pj
� �G� 
W �

	

j �T
pj
� ���	��

dLQ PROSTOTY OGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM SLU�AQ �A�� iSSLEDOWANIE OSTALXNYH SLU�
�AEW WO MNOGOM ANALOGI�NO� 	WRISTI�ESKAQ MODELX ����� W �TOM SLU�AE PRIMET WID

T W

M
y�n��� � y�n����� � kW

M
u� ���	��

wOZBUDIM OB�EKT ���	� ISPYTATELXNYM SIGNALOM

u�t� � 
 sin
�t� t��� 
 � 
W � t � t�� ���	��

I� ISPOLXZUQ WYHODY ��� � I ��� � FILXTRA fURXE ����� NAJD
M� KAK RE�ENIE URAWNENIJ
���	��� FUNKCI�

T W

M
�� � �

�����
����

��� �


��� �
� ESLI n� � � �
TNOE�

�
��� �


��� �
� ESLI n� � � NE�
TNOE�

���	��

uTWERVDENIE � fUNKCIQ T W

M
�� � � �T W

M
�� �
�� IMEET SLEDU��U� STRUKTURU	

T W

M
�� � � 
W

M
� �W

M
�
� � �� ���	��

W KOTOROJ �ISLO


W

M
�

	
�T�p

�
�p��X
i��

	
�Ti

� �
�pX

i��

��i
�Ti
�

	pX
i��

	
�Ti
� �


pX
i��

��i
�Ti
� ������

A FUNKCIQ �W
M
�
� � � TAKOWA� �TO DLQ L�BOGO ZADANNOGO SKOLX UGODNO MALOGO �ISLA ��

W

WSEGDA SU�ESTWUET DOSTATO�NO BOLX�AQ �ASTOTA 
 � 
W I DOSTATO�NO BOLX�OE

WREMQ FILXTRACII � � � �TO

j�W
M
�
� � �j � ��

W
� � � � �� ����	�

dOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ PRIWEDENO W RABOTE ��
� iZ WYRAVENIQ ������ SLEDUET�
�TO O�IBKA OCENIWANIQ �T�p � OPREDELQEMAQ KAK 
W

M
� 	� �T�p � BUDET TEM MENX�E ��ISLO �
W

BUDET TEM BLIVE K WELI�INE PRAWOJ GRANICY�� �EM MENX�E POSTOQNNAQ WREMENI �T�p PO

SRAWNENI� S OSTALXNYMI POSTOQNNYMI WREMENI PEREDATO�NOJ FUNKCII �
���� I� TAKIM
OBRAZOM� ISKOMAQ OCENKA PRAWOJ GRANICY SOBSTWENNYH �ASTOT

�
W � 
W

M
� ������

pRIME�ANIE � eSLI IMEET MESTO SLU�AJ �B� � �T�p QWLQETSQ MINIMALXNOJ POSTOQN�
NOJ WREMENI OB�EKTA� I PRI �TOM ���p DOSTATO�NO WELIKA ���� � ���p � 	� � TO FORMULA ������
MOVET BYTX ISPOLXZOWANA DLQ OPREDELENIQ �T�p � eSLI ���p MALO� TO OB�EKT WOZBUVDAETSQ
ISPYTATELXNYM SIGNALOM u � 
� sin
��t� t�� � 
� sin
��t� t�� � W KOTOROM 
�� 
� � 
W �
ISPOLXZUETSQ �WRISTI�ESKAQ MODELX T �W

M
y�n��� � �T W

M
�W
M
y�n����� � y�n����� � kW

M
u I ISSLE�

DUETSQ FUNKCIQ T �W
M

�� � I T�D�

	�



� aLGORITMY NASTROJKI

pROCESS IDENTIFIKACII SOSTOIT IZ DWUH �TAPOW� SAMONASTROJKI ISPYTATELXNOGO

SIGNALA I IDENTIFIKACII� sAMONASTROJKA SOSTOIT IZ SERII N �KSPERIMENTOW� PO�
STAWLENNYH WO WREMENN YH INTERWALAH

h
t

i�
b � t


i�
e

� �
i � 	� N

�
� iNTERWAL

h
t

i�
b � t


i�
e

�
DA�

LEE BUDEM NAZYWATX i �YM� iNTERWALY SAMONASTROJKI PRI u�t� � � BUDEM NAZYWATX

INTERWALAMI
PAUZAMI� A PRI u�t� �� � � INTERWALAMI
ISPYTANIQMI� pEREMENNU� t 	h
t

i�
b � t


i�
e

�
BUDEM OBOZNA�ATX KAK t
i� � A PROIZWOLXNU� FUNKCI� q�t
i�� � �EREZ q
i��t� �

��� sAMONASTROJKA AMPLITUD

wWED
M OGRANI�ENIE NA SWOJSTWA WOZMU�ENIQ f�t� � PRI KOTOROM MOVET BYTX PROWE�
RENO �KSPERIMENTALXNO TREBOWANIE ��MALOSTI WOZBUVDENIQ�� ���
��

oPREDELENIE � dWA INTERWALA � i 
J I i�	 
J �i 	 �	� N � 	
� NAZYWA�TSQ SMEV


NYMI� ESLI ONI PRIMYKA�T DRUG K DRUGU	 t
i�e � t

i���
b I IME�T ODINAKOWU� DLITELX


NOSTX	 t
i�e � t

i�
b � t
i���e � t


i���
b �

oPREDELENIE 
 wOZMU�ENIE f�t� NAZYWAETSQ SMEVNO
STACIONARNYM� ESLI RAZ

NOSTI WYHODA OB�EKTA ����� NA DWUH SMEVNYH INTERWALAH
PAUZAH ZADANNOJ DLITELX

NOSTI �� � tF UDOWLETWORQ�T NERAWENSTWU����y
i��t�� �y
i����t�

��� � ��y� t
i��� � t
i� � �� i 	 �	� N � 	
� ���	�

LIBO BOLEE MQGKOMU USLOWI�

max
t
�i�
b
�tF�t�t

�i�
e

j�y�t�j � max
t
�i���
b

�tF�t�t
�i���
e

j�y�t�j � ��y i 	 �	� N � 	
� �����

zDESX ��y � ZADANNOE �ISLO� ��y � �y �

dALEE BUDEM POLAGATX� �TO WOZMU�ENIE f�t� SMEVNO�STACIONARNO�

pREDSTAWIM AMPLITUDY ISPYTATELXNOGO SIGNALA ���	�� KAK 
k � 
�
k
�
k � 	� n

�
�

GDE �
k
�
k � 	� n

�
� ZADANNYE POLOVITELXNYE �ISLA �WESOWYE KO�FFICIENTY AMPLI�

TUD�� o�EWIDNO� �TO CELX ���
� SAMONASTROJKI AMPLITUDY 
 ISPYTATELXNOGO SIGNALA

S ZADANNYMI WESOWYMI KO�FFICIENTAMI �
k
�
k � 	� n

�
AMPLITUD PRI ZADANNYH ISPY�

TATELXNYH �ASTOTAH 
k

�
k � 	� n

�
I POKAZATELE �KSPONENTY � DOSTIGAETSQ NA OSNOWE

SLEDU��EGO ALGORITMA�

aLGORITM � 	SAMONASTROJKI AMPLITUD DLQ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWOGO

OB�EKTA�

�A� pROWERITX �NA PERWYH DWUH INTERWALAH�PAUZAH �i � 	� �� S APRIORI ZADANNOJ DLI�
TELXNOSTX� �� � WYPOLNENIE USLOWIQ ����� ��SMEVNOJ STACIONARNOSTI���

�B� nA TRETXEM INTERWALE �INTERWALE�ISPYTANII� PRILOVITX K OB�EKTU ���	� ISPYTA�

TELXNYJ SIGNAL ����� S ZADANNOJ NA�ALXNOJ AMPLITUDOJ 

��
�



��
k � 

���
k� k�	� n

�
I PROWERITX WYPOLNENIE TREBOWANIQ ����� ��MALOSTI WOZBUVDENIQ��� KOTOROE IME�
ET WID

max
t
���
b
�tF�t�t

���
e

j�y�t�j � max
t
���
b
�tF�t�t

���
e

jy�t�j � �y� �����

	




�W� eSLI NERAWENSTWO ����� NARU�AETSQ � UMENX�AEM AMPLITUDU �POLAGAQ NA SLEDU�
��EM INTERWALE 

�� MENX�E 

�� I T�D��� DO TEH POR POKA �TO NERAWENSTWO NE

WYPOLNITSQ�

�G� eSLI NERAWENSTWO ����� WYPOLNQETSQ � UWELI�IWAEM AMPLITUDU �POLAGAQ NA SLE�
DU��EM INTERWALE 

�� BOLX�E 

�� I T�D��� DO TEH POR POKA �TO NERAWENSTWO NE

NARU�ITSQ PRI NEKOTOROM 

i� � I TOGDA SLEDUET PRINQTX 
 � 

i���
�
i � 
� N

�
�

aLGORITM SAMONASTROJKI AMPLITUD ISPYTATELXNOGO SIGNALA ���	�� DLQ NEUSTOJ�I�
WYH OB�EKTOW OTLI�AETSQ OT ALGORITMA � SLEDU��IM� W OPERACII �A� ISPOLXZUETSQ

USLOWIE ���	�� A W OPERACII �B� � NERAWENSTWO
����y
���t�� y
���t�

��� � �y � �GDE y
���t� � WY�

HOD OB�EKTA NA TRETXEM INTERWALE� W KOTOROM AMPLITUDA 

�� � u� �� A OPERACIQ �G� �
OTSUTSTWUET�

��� sAMONASTROJKA ISPYTATELXNYH �ASTOT

sAMONASTROJKA ISPYTATELXNYH �ASTOT NA�INAETSQ S OCENKI IH GRANIC� dLQ �TOGO
OB�EKT WOZBUVDAETSQ SIGNALAMI ������ ���	�� I NA OSNOWE NERAWENSTW ����� OPREDELQETSQ
WREMQ FILXTRACII � � w �TIH NERAWENSTWAH� OPISYWA��IH SWOJSTWO ff�FILXTRUEMOSTI
WNE�NEGO WOZMU�ENIQ� TRUDNO APRIORI ZADATX �ISLA ��k I ��k

�
k � 	� n

�
� w �TOM OTNO�

�ENII BOLEE UDOBNYMI QWLQ�TSQ SLEDU��IE USLOWIQ ff�FILXTRUEMOSTI�

j��k �� �j�j�k�� �j � ���k � j��k �� �j�j�k�� �j � ���k � k � 	� n� � � � �� ���
�

GDE ���k I ���k
�
k � 	� n

�
� ZADANNYE DOSTATO�NO MALYE �ISLA� HARAKTERIZU��IE OTNOSI�

TELXNYE ZNA�ENIQ FUNKCII FILXTRUEMOSTI�
dLQ CELEJ SAMONASTROJKI ISPYTATELXNYH �ASTOT NERAWENSTWA ���
� MOVNO ZAMENITX

USLOWIQMI DLQ KONCOW INTERWALOW�����k �t
i�e �
��� 	����k�t


i�
e �
��� � ���k �

�����k �t
i�e �
���	 ����k�t
i�e �

��� � ���k � k � 	� n i � 	� N� �����

dLQ IH �KSPERIMENTALXNOJ PROWERKI RASSMOTRIM NERAWENSTWA�����k �t
i�e ���� 	����k�t

i���
e �

��� � ���k �
�����k �t
i�e �

���	 ����k�t
i���e �
��� � ���k � k � 	� n i � 	� N � 	� �����

KOTORYE BLIZKI K ������ ESLI WOZMU�ENIE f�t� QWLQETSQ SMEVNO ff�FILXTRUEMYM�

oPREDELENIE � wOZMU�ENIE f�t� NAZYWAETSQ SMEVNOSMEVNOSMEVNOSMEVNO ff
FILXTRUEMYMff
FILXTRUEMYMff
FILXTRUEMYMff
FILXTRUEMYM� ESLI FUNK

CII FILXTRUEMOSTI UDOWLETWORQ�T USLOWIQM�����k �t
i�e �� ��k �t


i���
e �

�������k�t

i���
e �

��� � ����k �

�����k �t
i�e �� ��k �t

i���
e �

�������k�t
i���e �
��� � ����k � k � 	� n i � 	� N � 	� �����

GDE � � ZADANNOE DOSTATO�NO MALOE �ISLO�

�TOBY UBEDITXSQ W BLIZOSTI NERAWENSTW ����� I ����� DLQ SMEVNO ff�FILXTRUEMOGO
WOZMU�ENIQ� ZAPI�EM�����k �t
i���e �

�������k�t

i���
e �

��� �
�����k �t
i���e �� ��k �t


i�
e �
�������k�t


i���
e �

��� �

�����k �t
i�e ��������k�t

i���
e �

��� � ��� 	����k � k � 	� n i � 	� N � 	�

	�



I TAKIM OBRAZOM� IZ NERAWENSTW ����� SLEDU�T �S TO�NOSTX� DO � � NERAWENSTWA ������
dLQ �KSPERIMENTALXNOJ PROWERKI USLOWIJ ����� SMEVNOJ ff�FILXTRUEMOSTI BUDEM

ISPOLXZOWATX WYRAVENIQ

�k�t

i�
e �� �k�t


i���
e � � ����k � �k�t


i�
e �� �k�t


i���
e � � ����k � k � 	� n i � 	� N � 	� �����

KOTORYE� S TO�NOSTX� DO NEKOTORYH MALYH �ISEL� SOWPADA�T S ������ dEJSTWITELXNO�
W RABOTE ��
 POKAZANO� �TO �k�t� � �k � ��k �t� � e�k �t� � �k�t� � �k � ��k �t� � e�k�t� � GDE
lim
t��

e�k �t� � lim
t��

e�k�t� � � �

aLGORITM � 	SAMONASTROJKI ISPYTATELXNYH �ASTOT DLQ ASIMPTOTI�ESKI
USTOJ�IWOGO OB�EKTA� SOSTOIT IZ SLEDU��IH OPERACIJ�

	� nAJTI OCENKU LEWOJ �NIVNEJ� GRANICY ISPYTATELXNYH �ASTOT� WYPOLNQQ SLEDU�
��IE PODOPERACII�

�A� nAJTI AMPLITUDU 
 � 

�� � ISPOLXZUQ ALGORITM �� ISPYTATELXNOGO SIGNALA

u�t� � 

�� sin

��
N
�t� t��� �����

W KOTOROM 

��
N

� ZADANNAQ DOSTATO�NO MALAQ �ASTOTA� pOLAGAEM W ALGORITME �

�� � qT

��
B
� ���	��

GDE T

��
B

�
��




��
N

� q � ZADANNOE �ISLO�

�B� oPREDELITX WREMQ FILXTRACII � 
��
N

IZ USLOWIJ �����ff�FILXTRUEMOSTI WNE��
NEGO WOZMU�ENIQ� PUT
M IZMERENIQ WYHODOW FILXTROW ����� PRI n � 	 � 
� �



��
N

W MOMENTY WREMENI t
�i���e � t��T

��
B
��i�	� � t
�i�e � t
�i���e �T


��
B

�
i � 	� N�

�
GDE t� � MOMENT OKON�ANIQ PODOPERACII �A�� N� � NOMER PARY INTERWALOW� W

KOTORYE WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ ������ tAKIM OBRAZOM� � 
��
N

� �N�T

��
B

�

pRIME�ANIE 
 mOVET SLU�ITXSQ� �TO �ISLA � 
��
N

� DLQ KOTOROGO WYPOLNQ�
�TSQ USLOWIQ ������ NE SU�ESTWUET� 	TO OZNA�AET� �TO WOZMU�ENIE f�t� NE

QWLQETSQ ff�FILXTRUEMYM NA �ASTOTE 

��
N

� w �TOM SLU�AE NUVNO IZMENQTX



��
N

DO TEH POR� POKA NE BUDET NAJDENO � 
��
N

�

�W� pROWERITX USLOWIQ ����� SMEVNOJ ff�FILXTRUEMOSTI I USLOWIQ ���	�� SHODI�
MOSTI OCENKI NIVNEJ GRANICY ISPYTATELXNYH �ASTOT� dLQ �TOJ CELI IZME�
RQETSQ WYHOD FILXTROW ����� PRI � � � 
��

N
I � � � 
��

N
� T


��
B

I PROWERQ�TSQ

NERAWENSTWA ������ A ZATEM WY�ISLQ�TSQ PO FORMULE ���	�� ZNA�ENIQ T N

M
�� 
��

N
�

I T N

M
�� 
��

N
� T


��
B
� I PROWERQETSQ NEOBHODIMOE USLOWIE SHODIMOSTI PO WREMENI

FILXTRACII

T N

M
�� 
��

N
�� T N

M
�� 
��

N
� T


��
B
� � �T � ���		�

GDE �T � ZADANNOE DOSTATO�NO MALOE �ISLO�

eSLI �TO USLOWIE NE WYPOLNQETSQ� TO PROCESS FILXTRACII PRODOLVAETSQ I

�� 
��
N

� � 
��
N

� qT

��
B

� GDE q � �� �� � � � � I PROWERQ�TSQ NERAWENSTWA

T N

M
�� 
��

N
� �q � 	�T 
��

B
�� T N

M
�� 
��

N
� qT


��
B
� � �T � ���	��

pUSTX PRI NEKOTOROM q � q
�� �TI USLOWIQ WYPOLNENY� TOGDA PROWERQ�TSQ
�PRI i � q
�� � TREBOWANIQ ����� I ����� FILXTRUEMOSTI WNE�NEGO WOZMU�ENIQ�

	�



pRIME�ANIE � pRI WYPOLNENII PODOPERACIJ �B� I �W� NEOBHODIMO PROWE�
RQTX USLOWIE ����� MALOSTI WOZBUVDENIQ I PRI IH NARU�ENII ISPOLXZOWATX

ALGORITM � DLQ NASTROJKI AMPLITUDY ISPYTATELXNOGO SIGNALA ������

�� pOWTORITX OPERACI� 	 PRI 

��
N

� 

��
N
�� � NAJTI �ISLO T N

M
��� 
��

N
� � GDE �� 
��

N
� � 
��

N
�

q
��T

��
B

I PROWERITX NEOBHODIMOE USLOWIE SHODIMOSTI PO ISPYTATELXNOJ �ASTOTE

T N

M
��� 
��

N
�� T N

M
��� 
��

N
� � �	� ���	��

GDE �	 � ZADANNOE� DOSTATO�NO MALOE �ISLO� eSLI �TO USLOWIE WYPOLNQETSQ� TO
OCENKA LEWOJ GRANICY �
M � �T N

M
��� 
��

N
�
�� �

w PROTIWNOM SLU�AE WOZWRA�AEMSQ K OPERACII 	� POLAGAQ 

��
N

� 

��
N
�� � I T�D�

�� nAJTI OCENKU PRAWOJ �WERHNEJ� GRANICY ISPYTATELXNYH �ASTOT� POWTORQQ OPERA�
CI� 	� GDE 

��

W
� DOSTATO�NO BOLX�OE �ISLO �NAPRIMER� 

��

W
� 	���
N ��nEOBHODIMOE

USLOWIE SHODIMOSTI� ANALOGI�NOE ���	��� IMEET WID

T W

M
�� 
��

W
� �q � 	�T 
��

B
�� T W

M
�� 
��

W
� qT


��
B
� � �T � ���	
�

pUSTX PRI q � q
�� �TO USLOWIE WYPOLNQETSQ�


� pOWTORITX OPERACI� �� POLAGAQ 

��
W

� �

��
W

� I NAJTI �ISLO T W

M
��� 
��

W
� � GDE �� 
��

W
�

� 
��
W

� q
��T

��
B

� I PROWERITX USLOWIE

T W

M
��� 
��

W
�� T W

M
��� 
��

W
� � �	� ���	��

GDE �� 
��
W

� � 
��
W

� q
��T

��
B

�

eSLI �TO USLOWIE WYPOLNQETSQ� TO

�
W � �T W

M
��� 
��

W
�
��� ���	��

w PROTIWNOM SLU�AE WOZWRATITXSQ K OPERACII �� POLAGAQ 

��
W

� �

��
W

� I T�D�

�� wY�ISLITX ISPYTATELXNYE �ASTOTY


� � �
N � 
k � nk�
N k � �� n� ���	��

GDE nk
�
k � �� n

�
� �ISLA� QWLQ��IESQ CELOJ �ASTX� OTNO�ENIJ �ASTOT

nk �



��
k

�
N

�
k � �� n� ���	��

GDE lg ��
k � lg �
N �
lg �
W � lg �
N

n� 	
�k � 	�

�
k � �� n

�
�

�� zADAWAQSX WESOWYMI KO�FFICIENTAMI �
k AMPLITUD 
k
�
k � 	� n

�
� PRILOVITX K

OB�EKTU ���	� ISPYTATELXNYJ SIGNAL ����� I OPREDELITX AMPLITUDU 
 � 

�� NA
OSNOWE ALGORITMA ��

�� pOWTORITX OPERACI� 	 PRI 
k � 


��
k I 
k � 

���
k

�
k � 	� n

�
� eSLI PRI DOSTA�

TO�NO BOLX�OM � HOTQ BY ODNO IZ n USLOWIJ ����� NARU�AETSQ� NAPRIMER � �E� TO
WOZWRATITXSQ K OPERACII �� POLAGAQ n
 �� n
 �	 �� n
�� LIBO n
 �� n
� 	 �� n
��
I T�D�

	�



�� iSPOLXZUQ ALGORITM 	� IDENTIFICIROWATX OB�EKT ���	� I UBEDITXSQ� �TO EGO SOB�
STWENNYE �ASTOTY NAHODQTSQ W INTERWALE � �
N� �
W 
 � eSLI �TO USLOWIE NARU�AETSQ�
TO WOZWRATITXSQ K PUNKTU 	 I UMENX�ITX W DWA RAZA PARAMETRY �T � �	 � ��k I ��k�
k � 	� n

�
� I T�D�

pRIME�ANIE � uTO�NENIE WESOWYH KO�FFICIENTOW AMPLITUD

�
k �
�
���
k � ���

k

�����
k � 	� n ���	��

OSU�ESTWLQETSQ PO REZULXTATAM OPERACII � ALGORITMA �� sOOTNO�ENIE ���	�� PO�
LU�AETSQ IZ SLAGAEMOGO

yu�t� � 

nX

k��

�
k

q
���
k �

���
k sin�
kt� �k� ������

WYHODA OB�EKTA ���	�� POROVDAEMOGO ISPYTATELXNYM SIGNALOM ������ I OBESPE�I�
WAET NORMIROWKU FUNKCIJ FILXTRUEMOSTI� w SAMOM DELE� ESLI PRINQTX ���	��� TO
AMPLITUDY RAZLI�NYH ISPYTATELXNYH GARMONIK W KOMPONENTE yu�t� BUDUT BLIZ�
KI�

��� sAMONASTROJKA POKAZATELQ �KSPONENTY

sAMONASTROJKA ISPYTATELXNYH �ASTOT DLQ IDENTIFIKACII NEUSTOJ�IWOGO OB�EKTA

OSU�ESTWLQETSQ NA OSNOWE ALGORITMA �� W KOTOROM� W SOOTWETSTWII S PRIME�ANIEM ��
SLEDUET ZAMENITX u�t� NA �u�t� I y�t� NA �y�t� � pRI �TOM DOLVNO BYTX IZWESTNO ZNA�
�ENIE POKAZATELQ � � eGO MOVNO ZADATX APRIORI� ESLI PRINQTX � DOSTATO�NO BOLX�IM

�ISLOM� w �TOM SLU�AE� W SOOTWETSTWII S ���	��� WREMQ IDENTIFIKACII MOVET OKAZATX�
SQ NEDOPUSTIMO MALYM� pO�TOMU NEOBHODIMO NASTROITX �ISLO � DOSTATO�NO BLIZKO K

NEIZWESTNOMU �ISLU s� � dLQ �TOJ CELI ISPOLXZUEM

aLGORITM � 	SAMONASTROJKI POKAZATELQ � �

�A� pRINQTX � � C� �

eSLI OCENKA STEPENI NEUSTOJ�IWOSTI C� OB�EKTA ���	� NEIZWESTNA� MOVNO PRI�
NQTX � � 	 � eSLI VE INFORMACIQ OB USTOJ�IWOSTI OB�EKTA OTSUTSTWUET WOOB�E�
SAMONASTROJKU MOVNO NA�ATX S � � � I ZAKON�ITX PRI USTOJ�IWOM OB�EKTE� LIBO
PEREJTI K � � 	 W PROTIWNOM SLU�AE�

�B� wOZBUDITX OB�EKT ���	� ISPYTATELXNYM SIGNALOM

u�t� � 
e��t�t�� sin
�t� t��� t � t� ����	�

S NEKOTOROJ AMPLITUDOJ 
 I �ASTOTOJ 
 � wYHOD OB�EKTA PRILOVITX KO WHODU

FILXTRA fURXE ���		��

�W� pROWERITX NEOBHODIMYE USLOWIQ SHODIMOSTI OCENOK �ASTOTNYH PARAMETROW

j��� �� ��� � TB�j � ���� j��� �� ��� � TB�j � ���� � � � � ������

OB�EKTA ���	�� W KOTORYH ��� I ��� � ZADANNYE DOSTATO�NO MALYE �ISLA� eSLI ONI
NARU�A�TSQ� WERNUTXSQ K OPERACII �B� I POWTORQTX E
� UDWAIWAQ KAVDYJ RAZ ZNA�
�ENIE � �� �� DO TEH POR� POKA �TI USLOWIQ NE WYPOLNQTSQ� eSLI VE �TI USLOWIQ

	�



WYPOLNQ�TSQ� POWTORQTX OPERACI� �B� S � �� ��� DO TEH POR� POKA NE BUDET NAJ�
DENO MINIMALXNOE ZNA�ENIE � � PRI KOTOROM USLOWIQ ������ WYPOLNQ�TSQ�

pUSTX �N � ZNA�ENIE � � TAKOE� �TO PRI � � �N USLOWIQ ������ NARU�A�TSQ� A �W
� ZNA�ENIE� TAKOE� �TO PRI � � �W ONI WYPOLNQ�TSQ�

�G� pROWERITX WYPOLNENIE USLOWIQ

�W � �N � ��� ������

GDE �� � ZADANNOE �ISLO� HARAKTERIZU��EE TO�NOSTX SAMONASTROJKI POKAZATELQ
�KSPONENTY� eSLI ONO WYPOLNQETSQ� T�E� ESLI �W DOSTATO�NO BLIZKA K s� � PRI�
NQTX � � �W � w PROTIWNOM SLU�AE METODOM POLOWINNOGO DELENIQ SUVATX INTERWAL

��N � �W 
 DO WYPOLNENIQ USLOWIQ ������� T�E� PRI ZNA�ENII � �
�N � �W

�
WYPOLNQTX

OPERACI� �B�� PRISWAIWATX �N � � � ESLI USLOWIQ ������ NARU�A�TSQ� LIBO �W � �
ESLI ONI WYPOLNQ�TSQ� I ZATEM PEREHODITX K OPERACII �G��

uTWERVDENIE � eSLI � � s� � TO WSEGDA SU�ESTWUET MOMENT WREMENI � � � �� �
NA�INAQ S KOTOROGO USLOWIQ �
���� NARU�A�TSQ�

dOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ PRIWEDENO W PRILOVENII p���

� pRIMER

rASSMOTRIM POLNOSTX� UPRAWLQEMYJ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWYJ OB�EKT� OPISYWA�
EMYJ URAWNENIEM

d�
���
y �d��y � d� �y � y � k� �u� k�u� f� ���	�

S NEIZWESTNYMI KO�FFICIENTAMI I NEIZWESTNYM OGRANI�ENNYM WOZMU�ENIEM�

zADA�A � nAJTI AMPLITUDY I �ASTOTY ISPYTATELXNOGO SIGNALA ������ PRI KO

TORYH WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ MALOSTI WOZBUVDENIQ ����� S �y � ��
 I ff
FILXTRUE

MOSTI WOZMU�ENIQ TAK� �TOBY O�IBKI IDENTIFIKACII UDOWLETWORQLI TREBOWANIQM

�di � di � ��� i � 	� �� �kj � kj � ��� j � �� 	� �����

pRIME�ANIE � iSTINNYJ OB�EKT OPISYWAETSQ URAWNENIEM

���
���
y �	��
�y � ���
 �y � y � ���
 �u� u� f� �����

GDE f�t� � � sign sin ��	t � eGO PEREDATO�NAQ FUNKCIQ

w�s� �
������
s� 	�

��s� 	��s� � �s � ���

WZQTA IZ �ASTO ISPOLXZUEMOGO PRIMERA ��
�

w PAKETE adaplab �	�
 BYLI PROWEDENY �ISLENNYE �KSPERIMENTY NAD OB�EKTOM

������ nASTROJKA ISPYTATELXNOGO SIGNALA OSU�ESTWLQLASX PRI SLEDU��IH PARAMETRAH
ALGORITMOW � I �� �y � ��� � �	 � �T � ��� � �
� � 	 � �
� � 	� � �
� � 	�� �

oPI�EM REZULXTATY �ISLENNYH �KSPERIMENTOW DLQ KAVDOJ OPERACII ALGORITMA ��

	�



	� pRI �ASTOTE 

��
N

� ���� I WREMENI FILXTRACII � 
��
N

� ���� S� NA OSNOWE ALGO�
RITMA � BYLA OPREDELENA DOPUSTIMAQ AMPLITUDA 

��

N
� ���� � dLQ �TIH ZNA�ENIJ

AMPLITUDY I �ASTOTY BYLO POLU�ENO ZNA�ENIE T N

M
��� 
��

N
� � ���� �

�� pRI �ASTOTE 

��
N

� ���	�� I WREMENI FILXTRACII � 
��
N

� 
��� S� BYLA OPREDELENA
DOPUSTIMAQ AMPLITUDA 

��

N
� ���� I POLU�ENO ZNA�ENIE T N

M
��� 
��

N
� � 
�� I� TAKIM

OBRAZOM� ISKOMAQ NIVNQQ GRANICA ISPYTATELXNYH �ASTOT �
N � ����� �

�� pRI �ASTOTE 

��
W

� �� I WREMENI FILXTRACII � 
��
W

� ���� S� BYLA OPREDELENA DO�
PUSTIMAQ AMPLITUDA 

��

W
� 	 I POLU�ENO ZNA�ENIE T W

M
��� 
��

W
� � ����� �


� pRI �ASTOTE 

��
W

� �
 I WREMENI FILXTRACII � 
��
W

� ��	
 S� BYLA OPREDELENA DOPUS�
TIMAQ AMPLITUDA I POLU�ENO ZNA�ENIE T W

M
��� 
��

W
� � ��	�� I� TAKIM OBRAZOM� ISKOMAQ

WERHNQQ GRANICA ISPYTATELXNYH �ASTOT �
W � ��
 �

�� pRINIMAEM SLEDU��IE ZNA�ENIQ ISPYTATELXNYH �ASTOT� 
� � ����� � 
� � 
�	�
I 
� � ���� � pRIKLADYWAQ K OB�EKTU ����� ISPYTATELXNYJ SIGNAL� u�t� � u��
��sin �����t � 	� sin 
�	�t � 	�� sin ����t� � OPREDELQEM AMPLITUDU 
 NA OSNOWE ALGO�
RITMA ��

�� iSPOLXZUQ ALGORITM 	 BYLI POLU�ENY SLEDU��IE ZNA�ENIQ OCENOK �ASTOTNYH PA�
RAMETROW�

��� � ��
�� � ��� � ���

� �

��� � ����� � 	���� ��� � ���	�� � 	����

��� � ���� � 	���� ��� � ���� � 	����

PO KOTORYM BYLI IDENTIFICIROWANY KO�FFICIENTY OB�EKTA ������

�d� � ��	��� �d� � 	���� �d� � 
����
�k� � ������� �k� � �����

aWTOR BLAGODAREN ��f� oRLOWU ZA WNIMATELXNOE PRO�TENIE RUKOPISI I RQD POLEZNYH

PREDLOVENIJ� KOTORYE BYLI U�TENY�

��



pRILOVENIE

p�� mATRI�NAQ FORMA �ASTOTNYH URAWNENIJ

uRAWNENIQ ���	�� PRI sk � 	
k

�
k � 	� n

�
I � � n� 	 PRIMUT WID�

n��X
i��

�	
k�
iki � ��k � 	�k�

nX
i��

�	
k�
idi � �k � 	�k k � 	� n� �p�	�

pOSLEDNIE MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SISTEMY S WE�ESTWENNYMI KO�FFICIENTAMI

fn
�g��X
i��

��	�i
�i
k k�i ��k

�n� 
X
i��

��	�i 
�i
k d�i ��k

fn
�gX

i��

��	�i
�i��
k d�i����k

�n� 
��X
i��

��	�i
�i��
k k�i����k

fn
�gX

i��

��	�i��
�i��
k d�i����k

�n� 
X
i��

��	�i
�i
k d�i � �k

k�	� n��p���

GDE ��
 I f�g � BLIVAJ�IE K � CELYE �ISLA� TAKIE �TO ��
 � � � f�g �
wWED
M WEKTORA

h�i����	��
i
� 


�




�

i
�


i
�
���

i
n

�
������ h�i�

� ���	��
i
� 


�




�
��


i
�

��

i
�

���
�n


i
n

�
������ h

�i�
� ���	�f

i
�g

�




�
��


i
�

��

i
�

���
�n


i
n

�
����� i � �� n� �p���

I WYRAZIM �EREZ NIH SISTEMU �p����

fn
�g��X
i��

h��i�k�i �

�n� 
X
i��

h��i�
� d�i �

fn
�gX

i��

h
��i���
� d�i�� � h���

� �

�n� 
��X
i��

h��i���k�i�� �

�n� 
X
i��

h
��i�
� d�i �

fn
�gX

i��

h��i���
� d�i�� � h

���
� �

�p�
�

�TOBY ZAPISATX �TU SISTEMU W MATRI�NOM WIDE� WWED
M WEKTOR

zT �
�
k�� k�� � � � � k�fn

�g��
� k�� k�� � � � � k��n� 
��

� d�� d�� � � � � d��n� 

� d�� d�� � � � � d�fn

�g��

�
�p���

I MATRICU

M �

�
� h��� h��� � � � h��f

n
�g��� � � � � � �

� � � � � � h��� h��� � � � h���
n
� 
���

�h���
� �h���

� � � � �h
���n� 
�
� �h

���
� �h

���
� � � � �h

��fn
�g���

�

�h
���
� �h

���
� � � � �h

���n� 
�
� �h���

� �h���
� � � � �h

��fn
�g���

�

�
CA �

�p���

tOGDA URAWNENIE �p�
� PRIMET WID

Mz �



h���
�

h
���
�

�
� �p���

�zDESX I DALEE INDEKS ����� NAD di � ki � �k � �k � h
�j�
� � h

�j�
� � M I z DLQ PROSTOTY OPU�EN�

�	



p�� sWQZX �ASTOTNYH PARAMETROW S KO�FFICIENTAMI PEREDA�

TO�NOJ FUNKCII OB�EKTA

o�EWIDNO� �TO

w�	
� �
k	�
� � 	k
�
�

d	�
� � 	d
�
�
� �p���

GDE

d	�
� � Re d�	
� �
�n� 
X
q��

��	�q
�qd�q� d
�
� � Imd�	
� �
fn

�g��X
q��

��	�q
�q��d�q���

k	�
� � Re k�	
� �

� �� 
X
q��

��	�q
�qk�q� k
�
� � Imk�	
� �

f �

�g��X
q��

��	�q
�q��d�q���

�p���

A ��
 I f�g � BLIVAJ�IE K � CELYE �ISLA� TAKIE� �TO ��
 � � � f�g �

iZ ���
� I �p��� SLEDUET

�k�
k	�
k�d	�
k��k
�
k�d
�
k�

d�	�
k� � d�
�
k�
� �k�

k
�
k�d	�
k��k	�
k�d
�
k�

d�	�
k� � d�
�
k�
k�	� n� �p�	��

pODSTAWLQQ WYRAVENIQ �p��� W �p�	�� I PROIZWODQ PEREGRUPPIROWKU� POLU�IM

�k �

�n��� 
X
q��


�q
k

X
��q

��	�i�qdikj

nX
q��


�q
k

X
�q

��	�i�qdidj

� �k �

fn��
� g��X
q��


�q��
k

X
��q

��	�i�qdikj

nX
q��


�q
k

X
�q

��	�i�qdidj

k � 	� n�

GDE

��
q �

n
i� j � i� j � �q � i � �� n� j � �� �

o
�

��
q �

n
i� j � i� j � �q � 	� i � �� n� j � �� �

o
�

�q �
n
i� j � i� j � �q � i � �� n� j � �� n

o
�

p�� dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA �

iZ SOOTNO�ENIJ �p��� I �p�	�� O�EWIDNO� �TO �k �� � I �k �� �
�
k � 	� n

�
DLQ L�BOGO

NABORA ISPYTATELXNYH �ASTOT 
k 	 �N

�
k � 	� n

�
�

sPRAWEDLIWOSTX VE SWOJSTWA 	 DLQ OTNOSITELXNYH O�IBOK FILXTRACII USTANAWLI�
WAETSQ PROSTOJ PODSTANOWKOJ �
�	�� I �
��� W SOOTNO�ENIE �
�		�� pOSLE NESLOVNYH PRE�
OBRAZOWANIJ POLU�IM� U�ITYWAQ� �TO m� � 	

�Nk � �k

�k

� 
�
k

�







�
l�

nX
q��

mq

�q��
k �

�n��� 
X
q��

l�q

�q��
k

�n��� 
X
q��

l�q

�q
k

�
��������

k � 	� n� �p�		�

�Nk � �k
�k

� 
�
k

�









�

�
B�
fn

�g��X
q��

l�q��

�q��
k

�
CA
�
�	� nX

q��

mq

�q
k

�
A� l�

nX
q��

mq

�q��
k �

fn��
� g��X
q��

l�q��

�q��
k

fn��
� g��X
q��

l�q��

�q
k

�
����������
�

��



nETRUDNO WIDETX� �TO DROBNO�RACIONALXNYE FUNKCII W KWADRATNYH SKOBKAH OGRA�
NI�ENY DLQ L�BYH 
k 	 �N

�
k � 	� n

�
ESLI l� �� � I l� �� � � k� �� � I k� �� k�d� ��

pO�TOMU WSEGDA MOVNO NAJTI �DOSTATO�NO MALYE� �ASTOTY 
k 	 �N

�
k � 	� n

�
� DLQ

KOTORYH WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA �
�		��

p�� dOKAZATELXSTWO LEMMY �

nAJD
M WOZMU�ENIE� PRI KOTOROM WYPOLNQ�TSQ RAWENSTWA �
�	��� pUSTX

f�t� �
�nX
k��


fk sin

f
k �t� t��� t � t�� �p�	��

GDE 
fk I 
f
k

�
k � 	� �n

�
� NEIZWESTNYE �ISLA� KOTORYE BUDEM OPREDELQTX IZ USLOWIQ

�
�	��� pRI �TOM BUDEM POLAGATX� �TO �ASTOTY WOZMU�ENIQ I ISPYTATELXNOGO SIGNALA

NE SOWPADA�T�

f
i �� 
j i � 	� �n j � 	� n� �p�	��

TAK KAK W PROTIWNOM SLU�AE NARU�AETSQ USLOWIE ����� SHODIMOSTI IDENTIFIKACII� kRO�
ME TOGO� AMPLITUDA WNE�NEGO WOZMU�ENIQ �p�	�� DOLVNA UDOWLETWORQTX USLOWI�

�nX
i��

���
fi ��� � f�� �p�	
�

KOTOROGO DOSTATO�NO DLQ WYPOLNENIQ OGRANI�ENIQ ������

nAJD
M SWQZX O�IBOK FILXTRACII ��k�� � I ��k�� �
�
k � 	� n

�
S FUNKCIEJ f�t� �

nETRUDNO PROWERITX ��
� �TO

��k�� � � ��k �� �� ��k�� � � ��k �� � k � 	� n� �p�	��

�TOBY NAJTI WYRAVENIQ DLQ ��k �� � I ��k �� �
�
k � 	� n

�
� POSTROIM FUNKCI� �y�t� �

zAPI�EM URAWNENIE OB�EKTA ���	� PRI u � � W FORME kO�I

�x � Ax��f� �y � cTx� �p�	��

GDE � � NEKOTORYJ WEKTOR�STOLBEC�
rE�ENIE �TOGO URAWNENIQ S U�
TOM �p�	�� IMEET WID

�y�t� � cTeA�t�t��� �
�nX
k��


fk
h
�f
k sin


f
k �t� t�� � �f

k cos

f
k �t� t��

i
� �p�	��

GDE � � x�t���
�nX
k��


fk

f
k �E


f�
k �A����� � �f

k � Rewf�	
f
k � � �

f
k � Imwf �	
f

k � I wf �	
f
k � �

cT �	E
f
k �A����

�
k � 	� �n

�
�

pODSTAWLQQ �p�	�� W FUNKCII FILXTRUEMOSTI ������ POLU�IM

��k �� � �
�


k�

�
cT��

k �� ���
�nX
i��


fi
h
�f
i �

�
ki�� � � �f

i �
�
ki�� �

i�
�

��k �� � �
�


k�

�
cT��

k �� ���
�nX
i��


fi
h
�f
i �

�
ki�� � � �f

i �
�
ki�� �

i�
�

�p�	��

��



GDE

��
k �� � � eA�tF�t��

n
A �E
�

k �A����
h
eA� sin 
k�� � tF � t�� �E sin 
k�tF � t��

i
�

�E
k�E
�
k �A����

h
eA� cos
k�� � tF � t��� E cos
k�tF � t��

io
�

��ki�� � �
�
f

i


f�
i � 
�

k

h
sin
k���tF�t�� cos


f
i ���tF�t��� sin
k�tF�t�� cos


f
i �tF�t��

i
�

�

k


f�
i � 
�

k

h
sin
f

i ���tF�t�� cos
k���tF�t��� sin
f
i �tF�t�� cos
k�tF�t��

i
�

��ki�� � �

f
i


f�
i � 
�

k

h
sin 
k���tF�t�� sin 
f

i ���tF�t��� sin 
k�tF�t�� sin 

f
i �tF�t��

i
�

�

k


f�
i � 
�

k

h
cos
f

i ���tF�t�� cos
k���tF�t��� cos
f
i �tF�t�� cos
k�tF�t��

i
�

��
k �� � � eA�tF�t��

n
A �E
�

k �A����
h
eA� cos
k�� � tF � t�� �E cos
k�tF � t��

i
�

�E
k�E
�
k �A����

h
eA� sin 
k�� � tF � t��� E sin 
k�tF � t��

io
�

��ki�� � �
�
f

i


f�
i � 
�

k

h
cos
k���tF�t�� cos


f
i ���tF�t��� cos
k�tF�t�� cos


f
i �tF�t��

i
�

�
�
k


f�
i � 
�

k

h
sin 
f

i ���tF�t�� sin 
k���tF�t��� sin 
f
i �tF�t�� sin 
k�tF�t��

i
�

��ki�� � �

f
i


f�
i � 
�

k

h
cos
k���tF�t�� sin


f
i ���tF�t��� cos 
k�tF�t�� sin


f
i �tF�t��

i
�

�
�
k


f�
i � 
�

k

h
cos
f

i ���tF�t�� sin
k���tF�t��� cos 
f
i �tF�t�� sin
k�tF�t��

i
�

pUSTX tF � t� � � � �
��


B
q� � GDE q� � NEKOTOROE CELOE �ISLO� 
k � nk
B � GDE nk�

k � 	� n
�

� CELYE �ISLA� pRI �TIH USLOWIQH

��ki��
�� �

�
f
i


f�
i � 
�

k

�
sinnk
B

��


B
q�
�
�


k


f�
i � 
�

k

�
sin
f

i

��


B
q�
�
�


k


f�
i � 
�

k

�
sin
f

i

��


B
q�
�
�

��ki��
�� �


k


f�
i � 
�

k

�
cos
f

i

��


B
q� � 	

�
�

��ki��
�� �

�
f
i


f�
i � 
�

k

�
cos
f

i

��


B
q� � 	

�
�

��ki��
�� �


f
i


f�
i � 
�

k

�
sin
f

i

��


B
q�
�

k � 	� n i � 	� �n�

pOSLE PODSTANOWKI �p�	�� I �p�	�� W �
�	�� POLU�IM SLEDU��U� SISTEMU LINEJ�

NYH ALGEBRAI�ESKIH URAWNENIJ DLQ OPREDELENIQ AMPLITUD 
fk
�
k � 	� �n

�
WOZMU�ENIQ

�p�	���

�nX
i��

q�ki��
��
fi � �

�N��
k�


k
�
e�k ��

��


k
�

�nX
i��

q�ki��
��
fi � ��N��
k�� e�k��

�� k � 	� n� �p�	��

GDE

q�ki��
�� �

�


k� �



�f
i

	


f�
i �


�
k

sin
f
i

��


B
q� � �f

i

	


f�
i �


�
k

�
cos
f

i

��


B
q��	

��

q�ki��
�� �

�


k� �



�f
i

�
f
i


f�
i �


�
k

�
cos 
f

i

��


B
q��	

�
� �f

i


f
i


f�
i �


�
k

sin
f
i

��


B
q�
� k � 	� n

i � 	� �n
�p����

�




A e�k ��
�� �

�


k� �
cT��

k ��
��� I e�k ��

�� �
�


k� �
cT��

k ��
��� � ZNA�ENIQ �PRI � � � � � SOSTAW�

LQ��IH WYHODA FILXTRA fURXE� WYZWANNYH IS�EZA��IMI FUNKCIQMI� SOPROWOVDA��
�IMI WYNUVDENNYE KOLEBANIQ�

rASSMOTRIM MATRICU PRI NEIZWESTNYH �TOJ SISTEMY

Q �

�
BBBBBBBBBBBBBBB�

q�����
�� q�����

�� � � � q����n��
��

q�����
�� q�����

�� � � � q����n��
��

���
���

� � �
���

q�n���
�� q�n���

�� � � � q�n��n��
��

q�����
�� q�����

�� � � � q����n��
��

q�����
�� q�����

�� � � � q����n��
��

���
���

� � �
���

q�n���
�� q�n���

�� � � � q�n��n��
��

�
CCCCCCCCCCCCCCCA

� �p��	�

wYBIRAQ 
f
i � �

�
i � 	� �n

�
PRI FIKSIROWANNYH 
k

�
k � 	� n

�
� WSEGDA MOVNO OBES�

PE�ITX WYPOLNENIE USLOWIQ

detQ �� � �p����

�ZAMETIM� �TO �TO USLOWIE MOVET NARU�ATXSQ� I W TAKOM SLU�AE DOSTATO�NO LI�X SOW�

MESTNOSTI SISTEMY �p�	���� rE�AQ �TU SISTEMU� NAJD
M ISKOMYE 
fi
�
i � 	� �n

�
� PRI

KOTORYH WYPOLNQETSQ RAWENSTWO �
�	���

pRI �TOM MOVET OKAZATXSQ� �TO DLQ NAJDENNYH AMPLITUD 
fi
�
i � 	� �n

�
NARU�AETSQ

USLOWIE �p�	
�� dLQ WYPOLNENIQ �TOGO USLOWIQ BUDEM UMENX�ATX �ISLA
�N��
k�


k
I �N��
k��

k � 	� n
�
W PRAWYH �ASTQH URAWNENIJ �p�	�� PUT
M UMENX�ENIQ 
k

�
k � 	� n

�
� dLQ TOGO

�TOBY AMPLITUDY 
fi
�
i � 	� �n

�
UMENX�ALISX PROPORCIONALXNO UMENX�ENI� PRAWYH

�ASTEJ� DOSTATO�NA NEZAWISIMOSTX MATRICY Q OT ISPYTATELXNYH �ASTOT 
k

�
k � 	� n

�
�

iZ WYRAVENIJ �p���� SLEDUET� �TO KO�FFICIENTY MATRICY Q BUDUT SLABO ZAWISETX

OT 
k

�
k � 	� n

�
� ESLI �ASTOTY 
f

i

�
i � 	� �n

�
SU�ESTWENNO PREWY�A�T �ASTOTY 
k�

k � 	� n
�
�

p�� dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA �

rASSMOTRIM DLQ PROSTOTY SLU�AJ� KOGDA n � �
TNOE� pODSTAWIM W �p��� ZNA�ENIQ �
�	���

n����X
i��

��	�i
�i
k
�k�i � ��k�

n����X
i��

��	�i
�i��
k

�k�i�� � ��k k � 	� n� �p����

aPPROKSIMIRU��IE FUNKCII �
�	�� PRI �
TNOM n I ZNA�ENIQH �
�	�� PRIMUT WID

�Nk � l� � �k�� �Nk �
n����X
i��

l�i��

�i��
k �

n����X
i��

��	�i�k�i��

�i��
k k � 	� n� �p��
�

pODSTAWLQQ �p���� I �p��
� W �
�	
�� POLU�IM

n����X
i��

��	�i
�i
k
�k�i � �k��

n����X
i��

��	�i
�i��
k

�k�i�� 

n����X
i��

��	�i
�i��
k

�k�i�� k � 	� n� �p����

��



nA OSNOWE PERWOGO RAWENSTWA �p���� ZAKL��AEM� �TO PRI �
�	�� TAKVE

�k�i � � i � 	� n�� � 	� �p����

tAKIM OBRAZOM� DOKAZANO� �TO RE�ENIE SO ZNA�ENIQMI �
�	�� I �p���� SU�ESTWUET DLQ

SISTEMY �p���� POSTROENNOJ PO APPROKSIMIRU��IM FUNKCIQM �
�	��� dOKAVEM TEPERX�
�TO ONO QWLQETSQ EDINSTWENNYM RE�ENIEM �TOJ SISTEMY�

pO ANALOGII S �p��� I �p��� WWED
M WEKTORA

h�i�
�N

� h�i�
�

����
���N

� l�h
�i�� h

�i�
�N

� h
�i�
�

����
���N

� ��	�i
n����X
q��

l�q��h
��q���i� i � 	� n� �p����

I POSTROIM PO NIM MATRICU

MN �

�
�MN � �M�N

�M�N

� �MN
�M�N

�M�N

�
� �p����

W KOTOROJ

�MN �
h

h��� � h��� � � � � � h�n���
i
�

�MN �
h

h��� � h��� � � � � � h�n���
i
�

�M�N � �
h

l�h
��� � l�h

��� � � � � � l�h
�n�

i
�

�M�N � �
h

l�h
��� � l�h

��� � � � � � l�h
�n���

i
�

�M�N � �


n����X
q��

l�q��h
��q��� �

n����X
q��

l�q��h
��q��� � � � � �

n����X
q��

l�q��h
��q�n���

�
�

�M�N �


n����X
q��

l�q��h
��q��� �

n����X
q��

l�q��h
��q��� � � � � �

n����X
q��

l�q��h
��q�n�

�
�

�p����

	LEMENTARNYM PREOBRAZOWANIEM

�
�M�N
�M�N

�
� l�

�
�
�MN

�
�

�
�M�N

�

�

STOLBCOW MATRICY �p���� POLU�IM �KWIWALENTNU� MATRICU

M ���
N

�

�
�MN � �M�N

�M�N

� �MN
�M�N �

�
� �p����

OPREDELITELX KOTOROJ

detM ���
N

� �det
�

�MN
�M�N

�
det

�
�MN

�M�N

�
� �p��	�

nETRUDNO PROWERITX� �TO

det
�

�MN
�M�N

�
�

� det

�
� h��� h��� � � � h�n���

n����X
q��

l�q��h
��q���

n����X
q��

l�q��h
��q��� � � �

n����X
q��

l�q��h
��q�n�

�
A �

� det
�
h��� h��� � � � h�n��� ln��h

�n� ln��h
�n��� � � � ln��h

��n���
�
�� �� �p����

��



pOSLEDNIJ OPREDELITELX OTLI�EN OT NULQ KAK OPREDELITELX wANDERMONDA�
aNALOGI�NO POLU�IM� �TO

det
�

�MN
�M�N

�
�

�det

�
� h��� h��� � � � h�n��� �

n����X
q��

l�q��h
��q��� �

n����X
q��

l�q��h
��q��� � � � �

n����X
q��

l�q��h
��q�n���

�
A�

�det
�
h��� h��� � � � h�n��� �ln��h

�n��� �ln��h
�n��� � � � �ln��h

��n���
�
�� ���p����

oTS�DA SLEDUET EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ SO ZNA�ENIQMI �
�	�� I �p���� SISTEMY
�p���� POSTROENNOJ PO APPROKSIMIRU��IM FUNKCIQM �
�	���

kOGDA n � NE�
TNOE� DOKAZATELXSTWO ANALOGI�NO� oDNAKO ONO ZNA�ITELXNO SLOVNEE
I PO�TOMU OPU�ENO� sLOVNOSTX EGO WYZWANA TEM� �TO RE�ENIE �ASTOTNYH URAWNENIJ

�p��� S �
�	
� NE IMEET STOLX PROSTOGO WIDA �p����� dLQ DOKAZATELXSTWA RAWENSTWA �
�	��
FORMIRUETSQ MATRICA M ���

N
� POLU�AEMAQ IZ MATRICY MN POSLE ZAMENY PERWOGO STOLBCA

BLOKA

�
�M�N
�M�N

�
STOLBCOM PRAWYH �ASTEJ URAWNENIQ �p���� dOKAZANO� �TO detM ���

N
�� � �

zATEM DOKAZANO� �TO detMN �� � � sLOVNOSTX DOKAZATELXSTWA POSLEDNEGO SWQZANA S TEM�
�TO BLOKI

�
�MN

�M�N

�
I
�

�MN
�M�N

�
NEKWADRATNYE PRI NE�
TNOM n �

p�� dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA �

iZ SOOTNO�ENIJ �p��� I �p�	�� O�EWIDNO� �TO �k �� � I �k �� �
�
k � 	� n

�
DLQ L�BOGO

NABORA ISPYTATELXNYH �ASTOT 
k 	 �W

�
k � 	� n

�
�

sPRAWEDLIWOSTX VE SWOJSTWA � DLQ OTNOSITELXNYH O�IBOK FILXTRACII USTANAWLI�
WAETSQ PROSTOJ PODSTANOWKOJ �
���� I �
��� W SOOTNO�ENIE �
����� pOSLE NESLOVNYH PRE�
OBRAZOWANIJ POLU�IM

�Wk � �k

�k
�

	


�
k

�







�

�
�n��X

q�n
�

l�q



��n�q���
k

�
A
�
�n��X

q��

mq



��n�q���
k

�
A�mn

n
�
��X

q��

l�q



��n�q���
k

mn

n��X
q��

l�q



��n�q���
k

�
��������
�

�Wk � �k
�k

�
	


�
k

�





�
l�n��

n��X
q��

mq



��n�q���
k

�mn

n��X
q��

l�q��



��n�q���
k

mn

n��X
q��

l�q��



��n�q���
k

�
������ k � 	� n�

�p��
�

nETRUDNO WIDETX� �TO DROBNO�RACIONALXNYE FUNKCII W KWADRATNYH SKOBKAH OGRA�
NI�ENY DLQ L�BYH 
k 	 �W

�
k � 	� n

�
ESLI l�n�� �� � I l�n�� �� � � dnkn�� �� �

I dnkn�� �� dn��kn�� �� pO�TOMU WSEGDA MOVNO NAJTI �DOSTATO�NO BOLX�IE� �ASTOTY


k 	 �W

�
k � 	� n

�
DLQ KOTORYH WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA �
�����

p�	 dOKAZATELXSTWO SWOJSTWA �

pO ANALOGII S �p��� I �p��� WWED
M WEKTORA

h�i�
�W � h�i�

�

����
���W

�
n��X
q�n��

�l�qh
���q�n��i�� h

�i�
�W � h

�i�
�

����
���W

� ��	�i�l�n��h
�i��� i � �� n� �p����

��



I POSTROIM PO NIM MATRICU

MW �

�
�MW � �M�W

�M�W

� �MW
�M�W

�M�W

�
� �p����

W KOTOROJ

�MW �
h

h��� � h��� � � � � � h�n���
i
�

�MW �
h

h��� � h��� � � � � � h�n���
i
�

�M�W � �
h

�l�n��h
��� � �l�n��h

��� � � � � � �l�n��h
�n���

i
�

�M�W �
h

�l�n��h
��� � �l�n��h

��� � � � � � �l�n��h
�n���

i
�

�M�W � �



n��X
q�n��

�l�qh
���q�n���� �

n��X
q�n��

�l�qh
���q�n���� � � � � �

n��X
q�n��

�l�qh
��q�n�

�
�

�M�W � �



n��X
q�n��

�l�qh
���q�n���� �

n��X
q�n��

�l�qh
���q�n���� � � � � �

n��X
q�n��

�l�qh
��q�n���

�
�

�p����

pOSLEDNIJ STOLBEC BLOKA

�
�M�W
�M�W

�
IMEET WID



h�n�
�W

h
�n�
�W

�
� �



�lnh

��� � �ln��h
��� � � � �� �l�n��h

�n���

�l�n��h
�n���

�
� �p����

nETRUDNO PROWERITX� �TO ON QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ STOLBCOW BLOKOW

�
�MW

�

�

I

�
�
�MW

�
� I PO�TOMU

detMW � �� �p����

zAMENIM �p���� STOLBCOM



h���
�W

h
���
�W

�
�



�lnh

��n� � �ln��h
���n� � � � �� �l�n��h

����

�l�n��h
����

�
�p�
��

PRAWYH �ASTEJ URAWNENIQ �p���� mATRICU �p���� I SOOTWETSTWU��IE BLOKI POSLE TAKOJ
ZAMENY OBOZNA�IM KAK

NW �

�
�MW � �N�W

�M�W

� �MW
�N�W

�M�W

�
� �p�
	�

	LEMENTARNYM PREOBRAZOWANIEM�
�M�W
�M�W

�
� �l�n��

�
�MW

�

�
�

�
�
�M�W

�

STOLBCOW MATRICY �p�
	� POLU�IM �KWIWALENTNU� MATRICU

N ���
W

�

�
�MW � �N�W �

� �MW
�N�W

�M�W

�
� �p�
��

OPREDELITELX KOTOROJ

detN ���
W

� �det
�

�MW
�N�W

�
det

�
�MW

�M�W

�
� �p�
��

��



nETRUDNO PROWERITX� �TO

det
�

�MW
�N�W

�
�

� det

�
� h��� h��� � � � h�n��� �

n��X
q�n��

�l�qh
���q�n���� � � � �

n��X
q�n��

�l�qh
��q�n���

n��X
q�n��

�l�qh
���q�n��

�
A�

� det
�
h��� h��� � � � h�n��� ��lnh

���n� � � � ��lnh
���� �lnh

��n�
�
�� �� �p�

�

pOSLEDNIJ OPREDELITELX OTLI�EN OT NULQ KAK OPREDELITELX wANDERMONDA�
aNALOGI�NO POLU�IM� �TO

det
�

�MW
�M�W

�
�

�det

�
� h��� h��� � � � h�n��� �

n��X
q�n��

�l�qh
���q�n���� �

n��X
q�n��

�l�qh
���q�n���� � � � �

n��X
q�n��

�l�qh
��q�n���

�
A�

� det
�
h��� h��� � � � h�n��� ��lnh

���n� ��lnh
���n� � � � ��lnh

����
�
�� �� �p�
��

nERAWENSTWA �p�

�� �p�
�� WMESTE S RAWENSTWOM �p���� DOKAZYWA�T SWOJSTWO 
�

p�
 dOKAZATELXSTWO UTWERVDENIQ 


zAPI�EM URAWNENIE OB�EKTA ���	� W FORME kO�I

�x � Ax� bu��f� y � cTx� �p�
��

rE�ENIE �TOGO URAWNENIQ S U�
TOM ����	� I �p�	�� IMEET WID

y�t� � cTeA�t�t��� � 
e��t�t��
h
� sin
 �t� t�� � � cos
 �t� t��

i
�

�
�nX
k��


fk
h
�f
k sin


f
k �t� t�� � �f

k cos

f
k �t� t��

i
�

�p�
��

GDE � � x�t�� � 

�E
� � �E��A��
��b�
�nX
k��


fk

f
k �E


�f
k �A������

� � Rew �s �� � � Imw �s �� w �s � � cT �Es �A���b � s � � � 	
�

�f
k � Rewf�sfk�� �f

k � Imwf �sfk�� wf �sfk� � cT �Esfk�A����� sfk � 	
f
k

�
k�	� �n

�
�

dLQ PROSTOTY PREDPOLOVIM� �TO n � n MATRICA A IMEET RAZLI�NYE SOBSTWENNYE

�ISLA s�k � a�k � j
�k
�
k � 	� n

�
� tOGDA PERWOE SLAGAEMOE � y��t� � cT eA�t�t��� � WYRA�

VENIQ �p�
�� ZAPI�EM W WIDE

y��t� �
nX

k��

ea
�

k
�t�t���
sk sin


�
k�t� t�� � 
ck cos


�
k�t� t��
� �p�
��

pODSTAWIM EGO W MODIFICIROWANNYJ FILXTR fURXE ���		�� PREOBRAZOWANNYJ DLQ OD�
NOJ PARY OCENOK �ASTOTNYH PARAMETROW K WIDU

���� � �
�


�

tF��Z
tF

y��t�e���t�t�� sin
�t� t�� dt�

���� � �
�


�

tF��Z
tF

y��t�e���t�t�� cos
�t� t�� dt�

�p�
��

��



w REZULXTATE POLU�IM

���� � �
�


�

nX
k��

�
sk ��
ss
k �

ss
k ��

sc
k �

sc
k ��

cs
k �

cs
k ��cck �

cc
k � � 
ck ��

ss
k �

cs
k ��

sc
k �

cc
k ��csk �

ss
k ��

cc
k �

sc
k �
 �

���� � �
�


�

nX
k��

�
sk ��
ss
k �

sc
k ��sck �

ss
k ��

cs
k �

cc
k ��

cc
k �

cs
k � � 
ck ��

ss
k �

cc
k ��sck �

cs
k ��csk �

sc
k ��cck �

ss
k �
 �

GDE

�ssk � �a�k���
�a�k � ��� � 
��

k � 
�

��a�k���
��
��

k �
�
����
�k
�
�
� �sck � 


�a�k � ��� � 
��
k � 
�

��a�k���
��
��

k �
�
����
�k
�
�
�

�csk � 
�k
�a�k � ��� � 
��

k � 
�

��a�k���
��
��

k �
�
����
�k
�
�
� �cck � �

�a�k � ��
�k


��a�k���
��
��

k �
�
����
�k
�
�
�

�ss
k � e�a

�

k
����tF���t�� sin 
�k�tF � � � t�� sin 
�tF � � � t���

� e�a
�

k
����tF �t�� sin 
�k�tF � t�� sin 
�tF � t���

�sc
k � e�a

�

k
����tF���t�� sin 
�k�tF � � � t�� cos
�tF � � � t���

� e�a
�

k
����tF �t�� sin 
�k�tF � t�� cos
�tF � t���

�cs
k � e�a

�

k
����tF���t�� cos
�k�tF � � � t�� sin 
�tF � � � t���

� e�a
�

k
����tF �t�� cos
�k�tF � t�� sin 
�tF � t���

�cc
k � e�a

�

k
����tF���t�� cos
�k�tF � � � t�� cos
�tF � � � t���

� e�a
�

k
����tF �t�� cos
�k�tF � t�� cos
�tF � t���

nETRUDNO WIDETX� �TO FUNKCII �ss
k ��� � �sc

k ��� � �cs
k ��� I �cc

k ���
�
k � 	� n

�
RASTUT

�KSPONENCIALXNO PRI � � � � s� � maxf a��� a
�
�� � � � � a

�
n g � W TO WREMQ KAK IH SOMNOVITELI

�ssk ��� � �sck ��� � �csk ��� I �cck ���
�
k � 	� n

�
UMENX�A�TSQ W LU��EJ STEPENI KAK ��� �

pO�TOMU PRI � � � � s� WSEGDA SU�ESTWUET TAKOJ MOMENT WREMENI � ��� � �TO

j���� �� ���� � TB�j � ���� j���� �� ���� � TB�j � ���� � � � ��� �

tAK KAK SLAGAEMYE �
�� � I �
�� � OCENOK �ASTOTNYH PARAMETROW OGRANI�ENY PRI

� � � � WSEGDA SU�ESTWUET TAKOJ MOMENT WREMENI � �� � NA�INAQ S KOTOROGO USLOWIQ ������
TAKVE NARU�A�TSQ� �TO DOKAZYWAET UTWERVDENIE ��

lITERATURA

�	
 lX�NG l�iDENTIFIKACIQ SISTEM�tEORIQ DLQ POLXZOWATELQ� �m��nAUKA� 	��	� 
�� s�

��
 gRANI�IN o�n�� pOLQK b�t� rANDOMIZIROWANNYE ALGORITMY OCENIWANIQ I OPTIMI�
ZACII PRI PO�TI PROIZWOLXNYH POMEHAH� �m�� nAUKA� ����� ��	 s�

��
 aLEKSANDROW a�g� mETOD �ASTOTNYH PARAMETROW �� aWTOMATIKA I TELEMEHANIKA�
	���� t� ��� � 	�� s� ��	��

�

 aLEKSANDROW a�g� aDAPTIWNOE UPRAWLENIE NA OSNOWE IDENTIFIKACII �ASTOTNYH HA�
RAKTERISTIK �� iZWESTIQ ran� ��tEORIQ I SISTEMY UPRAWLENIQ��� 	���� � �� s�
����	�

��
 aLEKSANDROW a�g� kONE�NO��ASTOTNAQ IDENTIFIKACIQ� GRANICY �ASTOT ISPYTA�
TELXNOGO SIGNALA �� aWTOMATIKA I TELEMEHANIKA� ���	� t� ��� � 		� s� !!!�!!!�

��



��
 aLEKSANDROW a�g� �ASTOTNOE ADAPTIWNOE UPRAWLENIE USTOJ�IWYM OB�EKTOM PRI

NEIZWESTNOM OGRANI�ENNOM WOZMU�ENII �� aWTOMATIKA I TELEMEHANIKA� ����� t�
�	� � 
� s� 	���		��

��
 Alexandrov A�G� Finite�frequency identi"cation� model validation and bounded test
signal �� 	��th World Congress of IFAC� San�Francisco� USA� Preprints� 	���� V� I� P�
��������

��
 aLEKSANDROW a�g� �ASTOTNYE REGULQTORY �� aWTOMATIKA I TELEMEHANIKA� 	��	� t�
��� � 	� s� ������

��
 Graebe S�F� Robust and adaptive control of an unknown plant� A benchmark of new
format �� 	��th World Congress of IFAC� Sydney� Australia� Preprints� 	���� V� III� P�
	���	���

�	�
 oRLOW ��f� pAKET PRIKLADNYH PROGRAMM ��adaplab��� �ASTX 	� �ASTOTNOE
ADAPTIWNOE UPRAWLENIE �� sB� NAU�NYH TRUDOW� ���ASTOTNOE UPRAWLENIE��� �m��
misIs� 	��
� s� �	����

�	


