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В работе обсуждается связь текущего конечно-частотного метода и метода
инструментальных переменных.
CURRENT FINITE-FREQUENCY IDENTIFICATION / A.G.
Alexandrov (Institute of Control Sciences, 65, Profsoyuznaya, Moscow, 117997,
Russia, E-mail: alex7@ipu.rssi.ru), Yu.F. Orlov (Electrostal polytechnical
institute, 7, Pervomayskaya, Elektrostal, Moscow Region, 144000, Russia, E-
mail: yu orlov@mail.ru). Relationship of the current finite-frequency method
and the method instrumental variable is discussed in the paper.

1. Введение

К настоящему времени разработано несколько методов идентификации
линейных динамических объектов в условиях неизвестных ограниченных внеш-
них возмущений и помех измерения [1], [2]. К их числу относится метод
конечно-частотной идентификации [3]. Основан он на определении частотных
характеристик – значений передаточной функции объекта на конечном (не
превышающем размерности вектора пространства состояний объекта) чис-
ле частот. Для экспериментального определения этих характеристик на вход
объекта подается испытательный сигнал в виде суммы гармоник таких частот.

Частотные характеристики определяются по окончании переходного про-
цесса, время окончания которого зависит также от ненулевых начальных
условий.

В работе [4] предложен алгоритм текущей конечно-частотной идентифи-
кации, который позволяет идентифицировать объект в течении переходного
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процесса. Это дает существенное сокращение длительности идентификации в
случаях, когда составляющая выхода объекта, вызванная начальными услови-
ями (неустановившийся процесс), существенно превышает его составляющую,
вызванные внешним возмущением и испытательным сигналом.

В работе [5] сравниваются конечно-частотный метод и метод инструмен-
тальных переменных для случая интенсивных внешних возмущений и показа-
но, что благодаря самонастройке испытательных частот конечно-частотный
метод позволяет получить необходимую точность идентификации за меньшее
время. Однако, почти очевидно, что если внешнее возмущение отсутствует,
метод инструментальных переменных обладает преимуществом по времени
идентификации.

В настоящей работе обсуждается связь методов инструментальных пере-
менных и текущего конечно-частотного, из которой следует, что при отсут-
ствии внешних возмущений время идентификации этими методами близко.

2. Постановка задачи

Рассмотрим полностью управляемый асимптотически устойчивый объект,
описываемый разностным уравнением

y(k) + dn−1y(k − 1) + · · ·+ d0y(k − n) =
= bn−1u(k − 1) + · · ·+ b0u(k − n) + f(k − 1), k = 1, N,

(1)

где y(k) и u(k) – выход объекта и его вход – измеряемые функции; f(k) –
внешнее возмущение – неизвестная ограниченная функция (от kh ):

|f(k − 1)| ≤ f ∗, k = 1, N.(2)

Начальные условия y(−i) и коэффициенты di и bi

(
i = 0, n− 1

)
не извест-

ны.
Управляемый вход представляет собой испытательный сигнал

u(k) =
n∑

i=1

ρi sin ω̄ik,(3)

в котором ρi > 0 – заданные амплитуды; ω̄i = ωih , где ωi

(
i = 1, n

)
–

частоты – заданные числа, удовлетворяющие условиям

0 < ωi < π
(
i = 1, n

)
, ωi 6= ωj (i 6= j).(4)

Задача идентификации состоит в определении оценок d̂i и b̂i

(
i = 0, n− 1

)

коэффициентов объекта (1) таких, чтобы выполнились требования
{
|d̂i − di| ≤ εd

i |di| если di 6= 0 либо |d̂i| ≤ εd
i если di = 0,

|k̂i − ki| ≤ εk
i |ki| если ki 6= 0 либо |k̂i| ≤ εk

i если ki = 0,
(5)

к относительной точности идентификации, в которых εd
i и εb

i

(
i = 0, n− 1

)

– заданные положительные числа.
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3. Подходы к решению задачи идентификации

Рассмотрим несколько подходов к решению поставленной выше задачи с
позиций метода уравнений движения [6].

Для решения задачи идентификации представим уравнение (1) в компакт-
ной форме

y(k) = ϕT(k)θ + f(k − 1), k = 1, N,(6)

где ϕ(k)
.
= col(−y(k−1), −y(k−2), . . . , −y(k−n); u(k−1), u(k−2), . . . , u(k−

n) ) – 2n -мерный регрессионный вектор составленный из измеряемых пере-
менных, а θ

.
= col( dn−1, dn−2, . . . , d0; bn−1, bn−2, . . . , b0 ) – 2n -мерный вектор

искомых параметров объекта.
Введем 2n -мерный столбец µ(k) известных функций, называемый [7,

стр. 397] модулирующим вектором. Умножая уравнение (6) слева на вектор
µ(k) и суммируя результат по k получим систему линейных алгебраических
уравнений для определения вектора θ :

[
N∑

k=1

µ(k)ϕT(k)

]
θ =

N∑

k=1

µ(k)y(k)−
N∑

k=1

µ(k)f(k − 1).

Запишем это уравнение как

Mθ = v − ξ,(7)

где M =
N∑

k=1
µ(k)ϕT(k) , v =

N∑
k=1

µ(k)y(k) и ξ =
N∑

k=1
µ(k)f(k − 1) .

2n× 2n -матрица M и 2n -вектор v могут быть вычислены по измеря-
емым входу и выходу объекта (1). 2n -вектор ξ неизвестен, так как f(k− 1)
не измеряется. Поэтому будем искать оценку θ̂ вектора параметров объекта
на основе уравнения

M θ̂ = v,(8)

которое будем называть уравнением идентификации.
Его решение θ̂ = M−1v существует, если det M 6= 0 . Это решение сов-

падает с истинным значением θ , когда ξ = 02n,1 .
При f(k) = 0

(
k = 0, N − 1

)
описанный выше метод назван в работе

[6] методом уравнений движения. С позиций этого метода (простой моди-
фикацией модулирующих функций вектора µ(k) ) можно описать различные
методы идентификации. Ниже представлены некоторые из них.

3.1. Метод наименьших квадратов

В этом методе модулирующий вектор имеет вид

µ(k) = ϕ(k)/N
.
= µ(k), k = 1, N,

и, следовательно, матрицы и векторы уравнения (7) описываются как в [8]:

M =
1

N

N∑

k=1

ϕ(k)ϕT(k)
.
= M , v =

1

N

N∑

k=1

ϕ(k)y(k)
.
= v и ξ =

1

N

N∑

k=1

ϕ(k)f(k −
1)

.
= ξ .

Труды VIII Международной конференции «Идентификация системи задачи управления» SICPRO ’09,Москва, 26-30 января 2009 г.

Proceedings of the VIII International Conference "System Identification andControl Problems" SICPRO ’09,Moscow, 26-30 January, 2009



415

В МНК f(k)
(
k = 0, N − 1

)
– последовательность независимых случай-

ных величин с нулевым средним значением («белый шум»), и поэтому

lim
N→∞

ξ = 02n,1.

Матрица M уравнения идентификации (8) невырождена, если входной
сигнал u(k) «достаточно богат» [8]. Это условие выполняется, если u(k)(
k = 1− n,N − 1

)
содержит n гармоник [3], и таким образом из уравнений

(8) получим

lim
N→∞

θ̂ = θ.

3.2. Метод инструментальных переменных

В этом методе модулирующий вектор имеет вид

µ(k) = col(−y̌(k − 1), −y̌(k − 2), . . . , −y̌(k − n);
u(k − 1), u(k − 2), . . . , u(k − n) )/N

.
= µiv(k),

где y̌(k)
(
k = 1− n,N − 1

)
является решением разностного уравнения

y̌(k) + ďn−1y̌(k − 1) + · · ·+ ď0y̌(k − n) = b̌n−1u(k − 1) + · · ·+ b̌0u(k − n),

коэффициенты ďi и b̌i

(
i = 0, n− 1

)
которого строятся тем или иным спо-

собом. Это уравнение, в отличие от уравнения (1), не содержит внешнего
возмущения f(k)

(
k = 0, N − 1

)
, а если выполняется условие

∞∑

k=1

µiv(k)f(k − 1) = 02n,1

и матрица M =
N∑

k=1
µiv(k)ϕT(k)

.
= Miv такова, что det

∞∑

k=1

µiv(k)ϕT(k) 6= 0 ,

то

lim
N→∞

θ̂iv = θ.

3.3. Гармонические модулирующие функции

Гармонические модулирующие функции использовались в [9] для иден-
тификации непрерывных объектов управления и могут быть распространены
на дискретный случай. Внешнее возмущение f(k) здесь неизвестная огра-
ниченная функция (2), а управляемый вход представляет собой испытатель-
ный сигнал (3) в котором ρi > 0 – заданные амплитуды; ω̄i = ωih , где ωi(
i = 1, n

)
– частоты – заданные числа, удовлетворяющие условиям (4).

При этих условиях необходимо решить поставленную выше задачу иден-
тификации.
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4. Метод конечно-частотной идентификации

Для решения задачи идентификации умножим каждое из уравнений

y(k) +
n∑

i=1

dn−iy(k − i) =
n∑

i=1

bn−iu(k − i) + f(k − 1), k = 1, N, (1′)

на модулирующие функции вектора

v(k)
.
=(9)

.
=

2

N
col( sin ω̄1k, cos ω̄1k, sin ω̄2k, cos ω̄2k, . . . , sin ω̄nk, cos ω̄nk)

и после суммирования по k получим

N∑

k=1

y(k) sin ω̄jk +
n∑

i=1

dn−i

N∑

k=1

y(k − i) sin ω̄jk =

=
n∑

i=1

bn−i

N∑

k=1

u(k − i) sin ω̄jk +
N∑

k=1

f(k − 1) sin ω̄jk, j = 1, n;(10)

N∑

k=1

y(k) cos ω̄jk +
n∑

i=1

dn−i

N∑

k=1

y(k − i) cos ω̄jk =

=
n∑

i=1

bn−i

N∑

k=1

u(k − i) cos ω̄jk +
N∑

k=1

f(k − 1) cos ω̄jk, j = 1, n.(11)

Почти очевидно следующее

Утверждение 1. При моделирующем векторе (9) матрицы и векторы урав-
нения (7) имеют вид:

M = ΨTΦ
.
= M, v = ΨTy

.
= v и ξ = ΨTf

.
= ξ,(12)

где матрица Φ =
(
−Y U

)
, блоки которой имеют теплицеву структуру

вида:

Y
.
=




y(0) y(−1) · · · y(1− n)
y(1) y(0) · · · y(2− n)
...

... . . . ...
y(N − 1) y(N − 2) · · · y(N − n)




,

U
.
=




u(0) u(−1) · · · u(1− n)
u(1) u(0) · · · u(2− n)
...

... . . . ...
u(N − 1) u(N − 2) · · · u(N − n)




,

матрица Ψ =
(

S C
)
, блоки которой скомпонованы из модулирующих
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функций вектора (9):

S
.
=

2

N




sin ω̄1 sin ω̄2 · · · sin ω̄n

sin ω̄12 sin ω̄22 · · · sin ω̄n2
...

... . . . ...
sin ω̄1N sin ω̄2N · · · sin ω̄nN




,

C
.
=

2

N




cos ω̄1 cos ω̄2 · · · cos ω̄n

cos ω̄12 cos ω̄22 · · · cos ω̄n2
...

... . . . ...
cos ω̄1N cos ω̄2N · · · cos ω̄nN




,

и векторы y
.
= col( y(1), y(2), . . . , y(N) ) и f

.
= col( f(1), f(2), . . . , f(N) ) .

В самом деле, систему разностных уравнений (1) можно записать в экви-
валентном (6) виде

y(k) + yT(k)d = uT(k)b + f(k − 1), k = 1, N

скалярных произведений векторов

y(k)
.
=




y(k−1)
y(k−2)

...
y(k−n)



, u(k)

.
=




u(k−1)
u(k−2)

...
u(k−n)



, d

.
=




dn−1
...
d1

d0



, b

.
=




bn−1
...
b1

b0



,

либо представить в виде одного матричного уравнения вида

y + Y d = Ub + f ,(13)

где Y
.
=

(
y(1) y(2) · · · y(N)

)T
и U

.
=

(
u(1) u(2) · · · u(N)

)T
.

Умножая уравнение (13) в записи:
(
−Y U

)
×

[
d
b

]
= y − f ∼ Φθ = y − f(14)

на матрицу ΨT модулирующих функций слева:

ΨTΦθ = ΨTy − ΨTf ∼ Mθ = v − ξ(15)

и сравнивая полученное матричное уравнение с (7) получим равенства (12).
Матрица

M =

(
−STY STU
−CTY CTU

)
=

=




[[
−

N∑

k=1

y(k − i) sin ω̄jk

]] [[
N∑

k=1

u(k − i) sin ω̄jk

]]

[[
−

N∑

k=1

y(k − i) cos ω̄jk

]] [[
N∑

k=1

u(k − i) cos ω̄jk

]]



∈ R2n×2n

и вектор

v =




[[
N∑

k=1

y(k) sin ω̄ik

]]T [[
N∑

k=1

y(k) cos ω̄ik

]]T



T

∈ R2n
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могут быть вычислены по измеряемым входу и выходу объекта (1). Вектор

ξ =




[[
−

N∑

k=1

f(k − 1) sin ω̄ik

]]T [[
−

N∑

k=1

f(k − 1) cos ω̄ik

]]T



T

∈ R2n

неизвестен, так как f(k− 1) не измеряется. Поэтому будем искать оценку θ̂
вектора параметров объекта на основе уравнения

Mθ̂ = v. (8′)

Очевидно, что решение θ̂ = M−1v последнего существует, если det M 6= 0 и
совпадает с истинным значением θ при ξ = 02n,1 .

5. Пример

Пусть имеется полностью управляемый асимптотически устойчивый объ-
ект, описываемый разностным уравнением

y(k)− 2,937y(k − 1) + 2,877y(k − 2)− 0,940y(k − 3) =
− 9,712 ·10−5u(k − 1) + 5,235 ·10−6u(k − 2) + 9,674 ·10−5u(k − 3)
+ 8,205 ·10−7f(k − 1) + 3,231 ·10−6f(k − 2) + 7,954 ·10−7f(k − 3),

(16)

k = 1, N , с возмущением

f(k) = sign(sin 0,0275k).(17)

На вход объекта подается испытательный сигнал

u(k) = 3(sin 0,002k + sin 0,01k + sin 0,05k).(18)

Задача состоит в том, чтобы по известным (полученным в результате мо-
делирования уравнения (16)) значениям y(k) и u(k) найти оценки коэффи-
циентов объекта.

Примечание 1. Разностное уравнение (16) соответствует [10] диффе-
ренциальному

...
y +6,2ÿ + 26,2ẏ + 5y = −2u̇ + 5u + f(19)

и получено путем дискретизации последнего с интервалом дискретности h =
0,01 с. Для сравнения результатов идентификации с коэффициентами пере-
даточной функции

w(s) =
−2s + 5

s3 + 6,2s2 + 26,2s + 5
(20)

дискретное описание объекта преобразуется к непрерывному.
Численные эксперименты проводились в системе MATLAB.

ПервыйПервыйПервыйПервый эксперимент.эксперимент.эксперимент.эксперимент. Пусть начальные условия y(0) = y(1) = 0 и y(−2) =
1 . Передаточная функция идентифицированного объекта при N = 75
имеет вид

ŵ(s) =
−6,01 ·10−3s2 − 1,937s + 4,905

s3 + 6,1995s2 + 26,198s + 4,983
.(21)
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ВторойВторойВторойВторой эксперимент.эксперимент.эксперимент.эксперимент. Используем при тех же начальных условиях алгоритм
идентификации в установившемся режиме. Передаточная функция иден-
тифицированного объекта при N = 75 имеет вид

ŵ(s) =
566,74s2 − 217s− 114,8

s3 + 2,947s2 + 4,142s− 0,2298
.(22)

Точность же идентификации первого эксперимента достигается при N =
94 500 (при этом приходится ждать 31,5 с. ( N = 3 150 ), пока <успоко-
ится> переходный процесс). Передаточная функция в этом случае имеет
вид

ŵ(s) =
0,01598s2 − 2,083s + 5,197

s3 + 6,354s2 + 27,17s + 5,209
.(23)

Примечание 2. Точности идентификации первого эксперимента можно
достичь за N = 6 300 если при этом подождать 63 с. ( N = 6 300 ), пока
«успокоится» переходный процесс. Передаточная функция в этом случае при-
мет вид

ŵ(s) =
0,001155s2 − 1,978s + 4,945

s3 + 6,192s2 + 25,92s + 4,947
.(24)

Примечание 3. Для сравнения, точная передаточная функция (20) объ-
екта имеет вид:

w(s) =
−2s + 5

s3 + 6,2s2 + 26,2s + 5
.(25)
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