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Предлагается метод синтеза регуляторов, обеспечивающих заданные тре-

бования к точности и быстродействию по каждой регулируемой перемен-

ной. Помимо этого, указывается путь получения заданного радиуса запа-

сов устойчивости одновременно по физическому входу и выходу объекта

управления при размыкании замкнутой системы по отдельным конту-

рам. Решение задачи опирается на свойство диагональной доминантно-

сти передаточной матрицы замкнутой системы (от внешнего возмущения

к регулируемым переменным), которую обеспечивает регулятор.
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1. Введение

Cинтез регуляторов, обеспечивающих заданные требования к точности и быст-

родействию по каждой регулируемой переменной, является одной из центральных

задач теории автоматического управления. Исторически, первым направлением этой

теории исследования явилось построение автономных (развязанных) систем [1–4], пе-

редаточные матрицы которых, связывающие их выходы с задающим воздействием

либо внешним возмущением, являются диагональными. Это позволяет использовать

методы синтеза одномерных систем для построения многомерных. Эта идея активно

развивалась и на западе [5], в частности, книга Розенброка [6] фактически целиком
1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-

ваний (проект № 15-08-01555).
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посвящена этой задаче. Обзор [7] дает представление о состоянии этой проблемы к се-

редине 80-х г. XX в. Вместе с тем рассматриваемые в [7] методы касаются диагональ-

ной доминантности исключительно передаточных матриц от задающего воздействия

к регулируемым переменным. Более современное представление идей доминантности

по отношению к внешним возмущениям дает монография [8], где рассматриваются

слабо связанные системы, в которых из-за неточной реализации автономной системы

появляются связи между одномерными подсистемами.

Другое направление развивается в теории аналитического синтеза регуляторов

[9, 10]. Оно основано на исследовании точности и запасов устойчивости LQ- и H∞-

оптимальных систем. Это позволило установить связь точности и запасов устойчиво-

сти со структурой и значениями весовых коэффициентов квадратичного функциона-

ла оптимизации, что дало возможность сформулировать строгие правила их выбора

в зависимости от заданных ошибок регулирования и известной границы внешнего

возмущения, заданного абсолютно сходящимся рядом с бесконечным числом гармо-

ник (с неизвестными амплитудами и частотами) [10]. Кроме того, в настоящей статье

в отличие от [11] (где требования к точности и быстродействию не учитываются, что

приводит к значительной ошибке регулирования) указывается путь получения за-

данного радиуса запасов устойчивости одновременно по физическому входу и выхо-

ду объекта управления при размыкании замкнутой системы по отдельным контурам.

С другой стороны в отличие от работы [12], где все регулируемые переменные име-

ют время регулирования не больше заданного числа (а часто требования к времени

регулирования могут существенно отличаться для различных регулируемых пере-

менных), в настоящей статье учитываются индивидуальные требования к времени

регулирования для каждой регулируемой переменной. Заметим, что подход, исполь-

зующий сведение рассматриваемой задачи к задаче H∞-оптимизации, как в [13, 14],

который привлекает для численного решения задачи синтеза технику линейных мат-

ричных неравенств, не позволяет даже для малоразмерных объектов использовать

ручной счет. В таких задачах может использоваться предлагаемый подход (см. при-

мер раздела 6). Подход к синтезу основан на построении слабо связанной системы, у

которой диагональные элементы ее передаточной матрицы существенно превышают

модули коэффициентов недиагональных элементов. Это позволяет обеспечить пока-
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затели каждой регулируемой переменной, близкие к показателям соответствующей

одномерной системы, которая строится на основе метода [15,16].

2. Постановка задачи

Рассмотрим асимптотически устойчивую систему управления, описываемую

уравнениями:

(2.1) ẋ = Ax+B1f +B2u, y = z = Cx, t > t0 ,

(2.2) ẋc = Acxc +Bcy, u = Ccxc +Dcy,

где x(t) ∈ Rn — состояние объекта (2.1), u(t) ∈ Rm — управления, формируемые

регулятором (2.2), f(t) ∈ R1 — неизвестное внешнее возмущение, y(t) ∈ Rm — изме-

ряемые переменные, z(t) ∈ Rm — регулируемые переменные, xc ∈ Rnc — состояние

регулятора,A,B1, B2, C — известные матрицы чисел,Ac, Bc, Cc, Dc — матрицы чисел.

Внешнее возмущение — ограниченная полигармоническая функция

(2.3) f(t) =
∞∑
i=0

fi sin(ωit+ φi),

в которой частоты ωi и фазы φi (i = 0,∞) неизвестны, а неизвестные амплитуды fi

удовлетворяют неравенству

(2.4)
∞∑
i=0

|fi| 6 f ∗,

где f ∗ — известное число. Выход системы по каждой регулируемой переменной

(yk(t), k = 1,m) состоит из двух процессов: рабочего (yb,k(t)) и переходного (ytr,k(t))

(2.5) yk(t) = yb,k(t) + ytr,k(t), k = 1,m.

Рабочий процесс имеет вид

(2.6) yb,k(t) =
∞∑
i=0

ak(ωi) sin(ωit+ ϕk,i), k = 1,m.

Используя эти функции, точность и время регулирования по каждой регулируе-

мой переменной определяются так же, как и в одномерном случае [15].
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Запасы устойчивости по фазе и модулю определяются так: приложим к объекту

(2.1) вместо ν-й компоненты вектора u (ν = 1,m) воздействие rν = − sinωt и получим

на ν-м выходе регулятора uν = auν(ω) sin (ωt+ ϕuν). Повторяя это же для остальных

компонент вектора u, а затем для вектора y, находим запасы по фазе ϕuз,i, ϕ
y
з,i и

модулю Lui , L
y
i , которые должны находиться в известных границах.

При таком определении запасов устойчивости система может терять устойчивость

при ее размыкании, поэтому для определения запасов устойчивости используют ра-

диусы запасов устойчивости [17]:

(2.7) rua,i = inf
06ω<∞

|vui (jω)| , rya,i = inf
06ω<∞

|vyi (jω)| , i = 1,m,

где vui (s), vyi (s) (i = 1,m) — функции возвратной разности, которые находятся без

размыкания системы. В частности, vui (jω) = 1 + aui (ω)ejϕ
u
з,i(ω), i = 1,m.

Показателем запасов устойчивости будем называть число

(2.8) ra = min[rua,1, ..., r
u
a,m, r

y
a,1, ..., r

y
a,m].

Зад а ч а состоит в нахождении для заданного объекта (2.1) регулятора (2.2),

обеспечивающего выполнение требований к:

• точности

(2.9) |yb,i(t)| 6 y∗i , i = 1,m,

• времени регулирования (быстродействию)

(2.10) tрег,i 6 t∗рег,i, i = 1,m,

• запасам устойчивости

(2.11) ra > r∗a,

где y∗i , t∗рег,i, σ
∗
i , i = 1,m, r∗a — заданные положительные числа.

Далее объект и регулятор описываются в форме “вход–выход”:

(2.12) D(s)y = K(s)u+ cf ,
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(2.13) G(s)u = R(s)y ,

где

(2.14) D(s) =
no∑
i=0

D(i)si, K(s) =
mo∑
i=0

K(i)si,

(2.15) G(s) =
nc∑
i=0

G(i)si, R(s) =
mc∑
i=0

R(i)si

— полиномиальные матрицы и c — m-мерный вектор известных чисел.

Предполагается, что объект и регулятор системы (2.1), (2.2) полностью управ-

ляемы и полностью наблюдаемы, тогда полиномиальные матрицы этих уравнений

находятся [5, 17] с точностью до некоторых унимодулярных матриц по матрицам

чисел исходной системы.

Зам е ч а н и е 2.1. Далее предполагается, что преобразование уравнений объ-

екта к форме “вход–выход” осуществляется [17] дифференцированием ν1 раз выхода

y1, затем ν2 раза выхода y2, . . . , νm раз выхода ym (
∑m

i=1 νi = n) с учетом вектора

состояний. В этом случае степени nij полиномов dij(s) (i, j = 1,m, i 6= j), составляю-

щих матрицу D(s), меньше степени njj диагонального полинома, расположенного в

j-м столбце

(2.16) njj > nij (i, j = 1,m, i 6= j).

Объект системы (2.12) называется устойчивым по управлению (минимально-

фазовым в одномерном случае), если корни уравнения

(2.17) det K(s) = 0

имеют отрицательные вещественные части.

3. Существо подхода

Рассмотрим объект

(3.1) D(s)y = Ǩ(s)u+ cf,
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матрица Ǩ(s) которого является диагональной

(3.2) Ǩ(s) = diag [k1(s), ..., km(s)].

Здесь и далее символ “ˇ” над обозначением матрицы означает диагональную мат-

рицу (матрицу, все элементы которой равны нулю, кроме стоящих на диагонали).

Зам е ч а н и е 3.1. Уравнение объекта (2.12) можно преобразовать к виду (3.1),

если ввести расширенное управление

(3.3) u = K(s)u ,

тогда уравнение (2.12) принимает вид

(3.4) D(s)y = u+ cf .

Другой способ преобразования основан на существовании [18] унимодулярных

матриц VL(s) и VR(s) таких, что

(3.5) VL(s)K(s)VR(s) = Ǩ(s) .

Записывая уравнение (2.12) как

(3.6) VL(s)D(s)y = VL(s)K(s)VR(s)VR(s)u = Ǩ(s)VR(s)u

и вводя управление ū = VR(s)u, приходим к форме вида (3.1).

При таком преобразовании матрицы D(s) может нарушаться условие (2.16), ко-

торое необходимо для построения искомого управления. N

Введя матрицу Dd(s), которая совпадает с матрицей D(s), кроме диагональных

элементов, равных нулю, представим

(3.7) D(s) = Ď(s) +Dd(s)

и сформируем развязанный объект

(3.8) Ď(s)y = Ǩ(s)u+ cf,

i-й (i = 1,m) вход и выход которого не зависят (развязаны) от остальных m − 1

входов и выходов.
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Аналогично описываются развязанные регуляторы

(3.9) Ǧ(s)u = Ř(s)y.

Пусть регуляторы развязанной системы (3.8), (3.9) находятся из тождества Безу

(3.10) Ď(s)Ǧ(s)− Ǩ(s)Ř(s) = Ψ̌(s),

в котором диагональная матрица Ψ̌(s) определена в соответствии с процедурой [15]

так, что выполняются требования к точности, быстродействию и запасам устойчи-

вости каждой из m подсистем.

Замкнем объект (3.1) регуляторами (3.9).

Зад а ч а состоит в том, чтобы доопределить модальную матрицу Ψ̌(s) так,

чтобы система (3.1), (3.9) удовлетворяла требованиям (2.9), (2.10) и (2.11).

Исключим в системе (3.1), (3.9) вектор u. Для этого умножим уравнение (3.1) сле-

ва на матрицу Ǧ и, учитывая коммутативность диагональных матриц
(
ǍB̌ = B̌Ǎ

)
,

запишем с учетом (3.9)
(
Ǧ(s)D(s)− Ǩ(s)Ř(s)

)
y = Ǧ(s)cf.

Учитывая представление (3.7) и тождество Безу (3.10), получим

(3.11)
[
Ψ̌(s) + Ǧ(s)Dd(s)

]
y = Ǧ(s)cf.

По построению развязанной системы

(3.12) Ψ̌(s) = Ě(s)Ǩ(s)∆̌(s),

где

(3.13) ∆̌(s) = diag [δ1(s), . . . , δm(s)] ,

δi(s), i = 1,m, – заданные полиномы,

(3.14) Ě(s) = Im
(
ερs

ρ + ερ−1s
ρ−1 + . . .+ ε1s+ 1

)
,

где полином ε(s) определяется, как и в одномерном случае [15], выражением

(3.15) ε(s) =

ρ∏
i=1

(
µi
sδ
s+ 1

)
,
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где sδ – наибольший по модулю корень уравнения det ∆(s) = 0, µi (i = 1, ρ) – до-

статочно малые положительные числа. При этом решение Ǧ(s) = GεǨ(s) тождества

(3.10) сколь угодно близко к Ě(s)Ǩ(s). Учитывая последнее, запишем (3.11) как

(3.16) M(s)y = cf ,

где

(3.17) M(s) = ∆̌(s) +Dd(s) .

В развернутой форме эта матрица имеет вид

(3.18) M(s) =


δ1(s), d12(s), . . . , d1m(s)

d21(s), δ2(s), . . . , d2m(s)
...

...

dm1(s), dm2(s), . . . , δ2m(s)

 .

Найдем передаточную функцию tν(s), ν = 1,m, связывающую ν-й выход объекта

с внешним возмущением

(3.19) yν = tν(s)f, ν = 1,m.

Эта передаточная функция имеет вид

(3.20) tν(s) =
det Mν(s)

det M(s)
, ν = 1,m,

гдеMν(s) – полиномиальная матрица, составленная из столбцов матрицыM(s), кро-

ме ν-го, который заменен вектором c.

Нетрудно видеть, что аналогичная передаточная функция развязанной системы

(3.8), (3.9) имеет вид

(3.21) ťν(s) =

cν

ν−1∏
i=1

δi(s)
m∏

i=ν+1

δi(s)

δν(s)
ν−1∏
i=1

δi(s)
m∏

i=ν+1

δi(s)

, ν = 1,m.

Почти очевидно, что если коэффициенты диагональных полиномов матрицы

M(s) существенно превышают значения модулей коэффициентов полиномов в столб-

цах, где расположены эти диагональные полиномы, то передаточные функции tν(s)

и ťν(s), ν = 1,m, близки. Доказательство этой близости приведено в разделе 4.
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Рассмотрим теперь запасы устойчивости системы (3.1), (3.9). Разомкнем ее по µ-

му входу объекта (µ-му выходу регулятора) и приложим к этому входу воздействие

ϕµ. Такая система описывается при c = 0 уравнениями:

(3.22) M [µ](s)y = 0, D[µ](s)y = −kµ(s)ϕµ, M̄ [µ](s)y = 0, gµ(s)uµ = rµ(s)yµ,

гдеM [µ](s) – полиномиальная матрица, составленная из первых µ−1 строк матрицы

M(s), M̄ [µ](s) – полиномиальная матрица, составленная из последних m − µ строк

матрицыM(s), D[µ](s) – µ-я строка матрицыD(s), ϕµ – воздействие, прикладываемое

к µ-му входу объекта вместо управления uµ.

Найдём передаточную функцию wµ(s), связывающую выход yµ с воздействием

(−kµ(s)ϕµ),

(3.23) yµ = −wµ(s)kµ(s)ϕµ.

Из первых трех уравнений системы (3.22) следует, что

(3.24) wµ(s) =
det Md

µµ(s)

det Md
µ(s)

,

гдеMd
µ(s) =


M [µ](s)

D[µ](s)

M̄ [µ](s)

 , Md
µµ(s) – полиномиальная матрица, составленная из столб-

цов матрицы Md
µ(s), кроме µ-го столбца, все элементы которого, кроме единичной

µ-й компоненты, равны нулю.

Подставляя выражение (3.23) в последнее уравнение системы (3.22), получим

связь

(3.25) uµ = w(u)
µ (s)ϕµ,

где

(3.26) w(u)
µ (s) = −rµ(s)kµ(s)

gµ(s)
wµ(s), µ = 1,m.

Теперь разомкнем систему (3.1), (3.9) по µ-му входу регулятора (µ-му выходу

объекта). Такая система описывается уравнениями:

(3.27) M [µ](s)y = 0, D[µ](s)y = kµ(s)uµ, M̄ [µ](s)y = 0, gµ(s)uµ = −rµ(s)ϕµ.
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Нетрудно видеть, что µ-й выход объекта связан с его входом kµ(s)uµ соотноше-

нием (3.23)

(3.28) yµ = wµ(s)kµ(s)uµ.

Используя последнее уравнение системы (3.27), получим связь

(3.29) yµ = w(y)
µ (s)ϕµ,

где

(3.30) w(y)
µ (s) = w(u)

µ (s), µ = 1,m.

4. Точность и быстродействие

Утв е ржд е н и е 4.1. Существуют достаточно большие по модулю веще-

ственные корни полиномов матрицы ∆̌(s), при которых коэффициенты передаточ-

ных функций tν(s), ν = 1,m, сколь угодно близки к коэффициентам передаточных

функций ťν(s) развязанной системы, поэтому требования (2.9), (2.10) и (2.11) к

точности и качеству системы (3.1), (3.9) выполняются.

Док а з а т е л ь с т в о у т в е р жд е н и я 4.1. Рассмотрим два полинома

(4.1) a(s) =
na∑
i=0

ais
i, b(s) =

nb∑
i=0

bis
i, na > nb, ana 6= 0.

Опр е д е л е н и е 4.1. Полином a(s) с положительными коэффициентами до-

минирует над полиномом b(s) с показателем доминирования θ, если

(4.2) |bi| < aiθ, i = 0, nb, 0 < θ < 1.

Доминирование будем обозначать как

(4.3) b(s) < a(s)θ.

Здесь и далее na = nb = n, полагая в полиноме b(s) недостающие коэффициенты при

старших степенях, если na < nb, равными нулю.

Приведем, опуская доказательство, почти очевидные три свойства.
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Свой с т в о 4.1. Если полиномы a1(s) и a2(s) доминируют над полиномами

b1(s) и b2(s) соответственно,

(4.4) b1(s) < a1(s)θ, b2(s) < a2(s)θ,

то

(4.5) b1(s) + b2(s) < [a1(s) + a2(s)] θ.

Свой с т в о 4.2. Если выполняются условия доминирования (4.4), то

(4.6) b1(s)b2(s) < a1(s)a2(s)θ
2.

Свой с т в о 4.3. Если

(4.7) bi(s) < a(s)θi, i = 1, ρ,

то полином a(s) доминирует над полиномом

(4.8) b(s) =

ρ∑
i=1

cibi(s)

(в котором ci – заданные числа, i = 1, ρ, а числа θi таковы, что
∑ρ

i=1 |ci|θi < 1) с

показателем θσ =
∑ρ

i=1 |ci|θi:

(4.9) b(s) < a(s)θσ.

Рассмотрим квадратную полиномиальную матрицу размеров m×m

(4.10) M(s) = ‖mij(s)‖m1 ,

диагональные полиномы которой

(4.11) mjj(s) =

nj∑
k=0

mjj,ks
k, j = 1,m,

имеют только положительные коэффициенты

(4.12) mjj,k > 0, k = 0, nj, j = 1,m .

11



Определитель матрицы (4.10) записывается [19] как

(4.13) det M(s) =
∑

(i1,i2,...,im)

(−1)N(i1,...,im)mi1,1(s), . . . ,mim,m(s),

где (i1, . . . , im) – перестановки чисел от 1 до m, N(m1, . . . , im) – число инверсий в

перестановках.

Представим этот определитель как

(4.14) det M(s) = α(s) + β(s),

где

(4.15) α(s) =
m∏
j=1

mjj(s), β(s) – сумма остальных слагаемых в определителе.

Очевидно, что коэффициенты полинома α(s) – положительны.

Опр е д е л е н и е 4.2. МатрицаM(s) называется диагонально доминирующей,

если произведение диагональных полиномов доминирует над суммой остальных сла-

гаемых ее определителя

(4.16) β(s) < α(s)θ .

Свой с т в о 4.4. При достаточно малом показателе доминирования θ диаго-

нальных полиномов матрицы M(s) над полиномами столбцов, в которые они вхо-

дят,

(4.17) mij(s) < mjj(s)θ, i, j = 1,m, i 6= j,

матрица M(s) является диагонально доминирующей:

(4.18) β(s) < α(s)θσ, 0 < θσ < 1 .

Доказательство свойства 4.4 приведено в Приложении.

Пусть qiν(s) – алгебраическое дополнение полинома miν(s) (i, ν = 1,m) матрицы

M(s). Обозначим произведение диагональных полиномов, кроме ν-го, как

αν(s) =
ν−1∏
j=1

mjj(s)
m∏

j=ν+1

mjj(s), ν = 1,m.
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Свой с т в о 4.5. При условии (4.17) с достаточно малым числом θ произведе-

ние диагональных полиномов, кроме ν-го, доминирует над алгебраическими допол-

нениями полиномов ν-го столбца матрицы M(s) :

(4.19) qiν(s) < αν(s)θiν , 0 < θiν < 1, i, ν = 1,m, i 6= ν.

Зам е ч а н и е 4.1. Свойство 4.5 сохраняется, когда условие доминирования

(4.17) нарушается при j = ν.

Доказательство свойства 4.5 приводится в Приложении.

Используя свойства 4.1–4.5, д о к ажем у т в е рж д е н и е 4.1.

Рассмотрим выражение (3.20). Полиномы матрицы M(s) имеют вид:

(4.20) mjj(s) = δj(s), j = 1,m, mij(s) = dij(s), i = 1,m, i 6= j.

Коэффициенты полиномов δj(s), j = 1,m, – положительны. Степени этих поли-

номов nj = njj, j = 1,m, превышают по построению матрицы D(s) объекта, описан-

ному в замечании 2.1, степени полиномов в столбце, где они расположены,

(4.21) deg dij(s) < deg δj(s), i, j = 1,m .

При достаточно больших абсолютных значениях величин корней полиномов δj(s),

j = 1,m, обеспечиваются условия доминирования:

(4.22) dij(s) < δj(s)θ, i, j = 1,m, i 6= j,

где θ – достаточно малое число.

Определитель в числителе передаточных функций (3.20) предстáвим, разлагая

его по элементам ν-го столбца, как

(4.23)
det Mν(s) =

m∑
i=1

ciqi ν(s) = cν

[
qνν(s) +

ν−1∑
i=1

ci
cν
qi ν(s) +

m∑
i=ν+1

ci
cν
qi ν(s)

]
,

ν ∈ 1,m,

где qνν(s) – определитель матрицы размеров (m− 1)× (m− 1).

Этот определитель запишем аналогично (4.12) как

(4.24) qνν(s) = αν(s) + βν(s), ν ∈ 1,m,
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где αν(s) =
∏ν−1

i=1 δi(s)
∏m

i=ν+1 δi(s), βν(s) – остальные слагаемые полинома qνν(s).

Используя свойство 4.4, получим

(4.25) βν(s) < αν(s)θν

и на основе свойств 4.3 и 4.5 заключаем, что

(4.26) βν(s) +
ν−1∑
i=1

ci
cν
qiν(s) +

m∑
i=ν+1

ci
cν
qiν(s) < αν(s)θν , ν ∈ 1,m,

где

(4.27) θν = θ̄ν +
ν−1∑
i=1

|ci|
|cν |

θiν +
m∑

i=ν+1

|ci|
|cν |

θiν , ν ∈ 1,m .

При достаточно малых значениях показателя θ в (4.22) передаточные функции

(3.20) приближаются к передаточной функции развязанной системы

(4.28) tν(s) '
cναν(s)

α(s)
=

cν

ν−1∏
i=1

δi(s)
m∏

i=ν+1

δi(s)

m∏
i=1

δi(s)

=
cν
δν(s)

= ťν(s), ν = 1,m.

Утверждение 4.1 доказано.

5. Запасы устойчивости

Утв е ржд е н и е 5.1. Если коэффициенты матричного полинома Ď(s) – по-

ложительны, всегда существует достаточно большие по модулю вещественные

корни полиномов матрицы ∆̌(s), при которых коэффициенты передаточных функ-

ций w
(u)
µ (s) = w

(y)
µ (s), µ = 1,m, сколь угодно близки к передаточным функциям

wµ(s) = −rµ(s)kµ(s)

gµ(s)dµ(s)
, µ = 1,m, развязанной системы, поэтому система (3.1), (3.9)

является грубой.

Док а з а т е л ь с т в о у т в е ржд е н и я 5.1. Приведем еще одно свойство домини-

рующих полиномов, которое используется далее.

Пусть полином a1(s) доминирует над полиномом b1(s),

(5.1) b1(s) < a1(s)θ,
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и пусть даны два полинома a2(s) и b2(s) с свойствами

(5.2) deg a2(s) > deg b2(s).

Коэффициенты полинома a2(s) – положительны:

(5.3) a2,i > 0, i = 0, n2.

Сформируем произведения

(5.4) b(s) = b1(s)b2(s), a(s) = a1(s)a2(s)

и будем искать условия доминирования полинома a(s) над полиномом b(s). Здесь в

отличие от условия (4.4) свойства 4.1 полином a2(s) не доминирует над полиномом

b2(s).

Обозначим:

(5.5) a2 = min {a2,1, . . . , a2,n2} , b2 = max {|b2,1|, . . . , |b2,n2|} .

Свой с т в о 5.1. Если выполняется условие доминирования (5.1) и полиномы

a2(s) и b2(s) удовлетворяют неравенствам (5.2), (5.3), то полином a(s) = a1(s)a2(s)

доминирует над полиномом b(s) = b1(s)b2(s), a(s) < b(s), если

(5.6) θσ =
b2
a2
θ < 1.

Доказательство свойства 5.1 приведено в Приложении.

Пер е х о д я к д о к а з а т е л ь с т в у у т в е ржд е н и я 5.1, заметим, что матрица

Md
µ(s) отличается от матрицы M(s) утверждения 4.1 одним полиномом: место поли-

нома δµ(s) занимает полином dµµ(s) объекта, для которого не выполняется одно из

условий доминирования (4.22), соответствующее j = µ.

Аналогично (4.23) разложим определитель det Md
µ(s) по элементам µ-го столбца

(5.7) det Md
µ(s) = dµµ(s)qµµ(s) +

µ−1∑
i=1

diµ(s)qiµ(s) +
m∑

i=µ+1

diµ(s)qiµ(s), µ = 1,m.

В соответствии со свойством 4.5

(5.8) qiµ(s) < αµ(s)θiµ, 0 < θiµ < 1, i, µ = 1,m, i 6= µ,
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где

(5.9) αµ(s) =

µ−1∏
j'1

δj(s)
m∏

j=µ+1

δj(s).

Обозначим, учитывая, что коэффициенты полиномов dµµ(s) положительны:

(5.10) dµµ = min
{
dµµ,1, . . . , dµµ,nµµ

}
, µ = 1,m ,

(5.11) diµ = max
{
|diµ,1|, . . . , |diµ,niµ|

}
, i, µ = 1,m, i 6= µ .

Используя свойство 5.1, получим условия доминирования первого слагаемого в

(5.7) над остальными слагаемыми

(5.12) diµ(s)qiµ(s) < dµµ(s)αµ(s)θdi,µ, i, µ = 1,m, i 6= µ,

если

(5.13) θdiµ =
diµθiµ
dµµ

< 1, i, µ = 1,m, i 6= µ.

На основе свойства 4.3 заключаем (представляя qµµ(s) = αµ(s)+βµ, где θµαµ(s) >

βµ), что для выражения (5.7) выполняется условие доминирования

(5.14)

[
βµ(s) +

µ−1∑
i=1

diµ(s)qiµ(s) +
m∑

i=µ+1

diµ(s)qiµ(s)

]
< dµµ(s)αµ(s)θdµ ,

если

(5.15) θdµ = θµ +

µ−1∑
i=1

θdiµ +
m∑

i=µ+1

θdiµ < 1, i, µ = 1,m, i 6= µ.

Теперь рассмотрим определитель в числителе передаточной функции (3.24). Раз-

лагая его по элементам µ-го столбца, получим

(5.16) det Md
µµ(s) = αµ(s) + βµ(s), µ = 1,m .

По свойству 4.4 находим, что

(5.17) βµ(s) < αµ(s)θµ .

При достаточно малых значениях показателя θ диагонально доминирующей мат-

рицы M(s) получим на основе выражений (5.14) и (5.15), что

(5.18) wµ(s) =
det Md

µµ(s)

det Md
µ(s)

' αµ(s)

dµµ(s) αµ(s)
=

1

dµµ(s)
, µ = 1,m .

Утверждение 5.1 доказано.
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6. Пример. Регулятор датчика угловой скорости

Датчик угловой скорости описывается уравнениями (см. [20]):

(6.1) ÿ1 + d12ẏ2 = k1u1 + c1f ,

(6.2) ÿ2 + d21ẏ1 = k2u2 + c2f .

Численные значения его параметров:

(6.3) d12 = 2 · 103, d21 = 103, k1 = 8, k2 = 5, c1 = 8, c2 = 5 ,

f(t) – полигармоническое внешнее возмущение вида (2.3), ограниченное числом f ∗ =

10.

Зад а ч а 6.1. Найти регулятор, обеспечивающий требования к точности с

границами

(6.4) y∗1 = y∗2 = 10−3,

допуска на время регулирования

(6.5) t∗рег,i = 0, 01 c

и запасы устойчивости.

Искомый регулятор, описывается уравнениями:

(6.6)
(
g
(1)
1 s+ g

(0)
1

)
u1 =

(
r
(1)
1 s+ r

(0)
1

)
y1 ,

(6.7)
(
g
(1)
2 s+ g

(0)
2

)
u2 =

(
r
(1)
2 s+ r

(0)
2

)
y2 ,

коэффициенты этих уравнений находятся из тождества (3.10)

(6.8) s2
(
g
(1)
i s+ g

(0)
i

)
− ki

(
r
(1)
i s+ r

(0)
i

)
= (εis+ 1)

(
s2 + δi,1s+ δi,0

)
, i = 1, 2 .

Решение этого тождества имеет вид:

(6.9) g
(1)
i = εi, g

(0)
i = 1 + εiδi,1, i = 1, 2,

(6.10) r
(1)
i = −k−1i (δi,1 + δi,0εi) , r

(0)
i = −k−1i δi,0, i = 1, 2 .
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Найдем коэффициенты модальных полиномов δi(s) = s2 + δi,1s+ δi,0, i = 1, 2, при

которых выходы объекта приближаются к выходам, описываемым соотношениями

(6.11) ȳ1 =
c1
δ1(s)

и ȳ2 =
c2
δ2(s)

.

Для этого рассмотрим объект (6.1), (6.2) с регулятором (6.6), (6.7). Умножим эти

уравнения на полиномы g1(s) и g2(s) соответственно:

(6.12) g1(s)s
2y1 + g1(s)d12sy2 = k1g1(s)u1 + g1(s)c1f ,

(6.13) g2(s)s
2y2 + g2(s)d21sy1 = k2g2(s)u1 + g2(s)c2f .

Учитывая тождество (6.8) и близость полиномов g1(s) к εi(s), i = 1, 2, при малых

значениях εi (i = 1, 2) получим уравнения системы в виде:

(6.14) δ1(s)y1 + d12sy2 = c1f, d21sy1 + δ2(s)y2 = c2f .

Из этих уравнений получим

(6.15) y1 =
c1δ2(s)− c2d12s

δ1(s)δ2(s)− d12d12s2
f, y2 =

c2δ1(s)− c1d21s
δ1(s)δ2(s)− d12d12s2

f .

Положим

(6.16) δ1(s) = δ2(s) = s2 + δ1s+ δ0 .

Тогда из (6.15) получим условия:

(6.17) c1d12 < c1δ1θ, c1d21 < c2δ1θ, d12d21 <
(
δ21 + 2δ0

)
θ ,

где θ – достаточно малое положительное число (θ < 1), при котором выходы системы

приближаются к выходам (6.11). Так, в частности, если принять корни модального

полинома (6.16)

(6.18) sδ,1 = −104 и sδ,2 = −104 ,

то можно пренебречь вторыми слагаемыми в числителях и знаменателях передаточ-

ных функций (6.15). Тогда получим выражение (6.11).
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Определим запасы устойчивости системы (6.1), (6.2), (6.16), (6.7) с параметра-

ми регулятора (6.9), (6.10). Разомкнем ее по первому входу объекта. При f(t) = 0

система описывается уравнениями:

(6.19) s2y1+d12sy2 = −k1ϕ,
(
g
(1)
1 s+ g

(0)
1

)
u1 =

(
r
(1)
1 + r

(0)
1 y1

)
, d21sy1+δ2(s)y2 = 0.

Передаточная функция, связывающая выход y1 с воздействием ϕ, имеет вид

(6.20) w1(s) = − k1δ2(s)

δ2(s)s2 − d12d21s2
.

При корнях (6.18) модального полинома вторым слагаемым в знаменателе (6.20)

можно пренебречь. Получим

(6.21) w̄1(s) = −k1
s2
.

Тогда передаточная функция, связывающая выход первого регулятора u1 с воз-

действием ϕ, имеет вид

(6.22) w̄
(1)
1 (s) = − r

(1)
1 s+ r

(0)
1

g
(1)
1 s+ g

(0)
1

k1
s2
.

Она совпадает с передаточной функцией развязанной системы, которая по по-

строению обладает требуемыми запасами устойчивости.

Разомкнем систему по второму входу объекта. Аналогично получим

(6.23) w̄2(s) = −k2
s2
.

Передаточная функция, связывающая выход второго регулятора u2 с воздействи-

ем ϕ, принимает вид

(6.24) w̄
(1)
2 (s) = − r

(1)
2 s+ r

(0)
2

g
(1)
2 s+ g

(0)
2

k2
s2

и совпадает с передаточной функцией развязанной системы.

Таким образом, построенная система обладает требуемыми запасами устойчиво-

сти.
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ПРИ ЛОЖЕ НИЕ 1

Док а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 4.4.

Обозначим через i(ρ) (ρ = 2,m) перестановки в определителе (4.13), отличающиеся

от натурального ряда 1, 2, . . . ,m расположением ρ символов. (Например, для m = 3,

i(2) : 132, 321, 213, ; i(3) : 231, 312.) (Перестановка i(1) недопустима из-за появления в

перестановке повторяющихся символов.)

Представим полином β(s) в выражении (4.14) как

(П.1) β(s) =
m∑
ρ=2

β(ρ)(s),

где слагаемые имеют вид

(П.2) β(ρ)(s) =
∑

i1,...,im∈i(ρ)
mi1,1(s), . . . ,mim,m(s), ρ = 2,m .

Слагаемые суммы (П.2) содержат ρ недиагональных полиномов. Действительно,

номера столбцов (вторые индексы), где расположены полиномы, образуют натураль-

ный ряд и отличие номеров строк (ik, k = 1,m) от номеров столбцов соответствует

недиагональному полиному. Обозначим через γ(ρ) (ρ = 2,m) число слагаемых в сум-

мах (П.2). Например, для

β(2)(s) = −m11(s)m22(s)m23(s) +m31(s)m22(s)m13(s)−m21(s)m12(s)m33(s),

β(3)(s) = −m21(s)m32(s)m13(s) +m31(s)m12(s)m23(s), γ(2) = 3, γ(3) = 2.

Учитывая свойство 4.2, запишем для каждого слагаемого суммы (П.2), используя

условия (4.17) доминирования диагональных полиномов над недиагональными,

(П.3) mi1,1(s), . . . ,mim,m(s) < θρα(s), i1, . . . , im ∈ i(ρ), ρ = 2,m .

На основе свойства 4.3 получим, что

(П.4) β(ρ)(s) < γ(ρ)θρα(s), ρ = 2,m ;

(П.5) β(s) < α(s)θσ ,

где

(П.6) θσ =
m∑
ρ=2

γ(ρ)θρ .

20



Если 0 < θσ < 1, то матрица M(s) – диагонально доминирующая. Из выраже-

ния (П.6) нетрудно найти степень θσ доминирования диагональных полиномов над

полиномами соответствующего столбца матрицы M(s).

Свойство 4.4 доказано.

Док а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 4.5.

Рассмотрим алгебраическое дополнение qνν(s) полинома mνν(s), ν = 1,m. Пусть

для простоты ν = m. Если ν < m, то перестановкой столбцов матрицы M(s) (что не

изменяет ее определителя с точностью до знака) можно получить матрицу, у которой

ν-й столбец будет m-м. Полином qmm(s) – это определитель матрицы размеров (m−

1)× (m− 1).

Из свойства 4.4 следует с учетом обозначений (4.24), что

(П.7) βm(s) < αm(s)θm ,

где θm определяется по (П.6), где m заменено на m− 1, а

(П.8) αm(s) =
m−1∏
i=1

mii(s) .

Алгебраическое дополнение qµm(s) полинома mµm(s), µ ∈ 1,m− 1, имеет анало-

гично (4.13) вид

(П.9) qµm(s) =
∑

i1,...,im−1, ik 6=µ, k=1,m−1

mi1,1(s), . . . ,mim−1,m−1(s), µ = 1,m− 1 .

Числа i1, . . . , im−1 могут принимать значения 1, . . . , µ − 1, µ + 1, . . . ,m, (так как

вычеркнута µ-я строка в матрицеM(s)), поэтому в произведениях под знаком суммы

не содержится полинома mµµ(s), µ = 1,m− 1.

Представим алгебраическое дополнение аналогично (П.1) как

(П.10) qµm(s) =
m−1∑
ρ=1

β(ρ)
µm(s),

где

(П.11)
β(ρ)
µm(s) =

∑
i1,...,im−1∈i(ρ), ik 6=µ, k=1,m−1

mi1,1(s), . . . ,mim−1,m−1(s),

µ = 1,m− 1, ρ = 1,m− 1.

21



Каждое слагаемое этой суммы оценим аналогично (П.3) как

(П.12) mi1,1(s), . . . ,mim−1,m−1(s) < θ(ρ−1)αm(s), i1, . . . , im−1 ∈ i(ρ), ρ = 1,m− 1 .

Тогда по свойству 4.3 получим:

(П.13) β(ρ)
µm(s) < γ(ρ)µmθ

ραm(s), ρ = 1,m− 1 ;

(П.14) qµm(s) < αm(s)θµm(s), µ = 1,m− 1 ,

где

(П.15) θµm =
m−1∑
ρ=1

γ(ρ)µmθ
ρ .

В общем случае, если ν < m, то очевидно, что

(П.16) qµν(s) < αν(s)θµν(s), µ = 1,m− 1, ν = 1,m− 1 ,

где

(П.17) θµν =
m−1∑
ρ=1

γ(ρ)µν θ
ρ .

Свойство 4.5 доказано.

Док а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 5.1.

Сформируем полином

(П.18)

b(s) = b1(s)b2(s) =

(
n1∑
i=0

b1,is
i

)(
n2∑
i=0

b2,is
i

)
=

n1+n2∑
γ=0

(
n1∑
i=0

b1,ib2,γ−i

)
sγ =

n1+n2∑
γ=0

bγs
γ,

b2,γ−1 = 0, если γ − i < 0, γ − i > n2.

Таким образом,

(П.19) bγ =

n1∑
i=0

b1,ib2,γ−i, 0 6 γ − i 6 n2, γ = 0, n1 + n2, i = 0, n1.

Аналогично запишем

(П.20) a(s) = a1(s)a2(s) =

n1+n2∑
γ=0

(
n1∑
i=0

a1,ia2,γ−i

)
sγ =

n1+n2∑
γ=0

aγs
γ ,
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где aγ =
∑n1

i=0 a1,ia2,γ−i, 0 < γ − i < n2, γ = 0, n1 + n2, i = 0, n1.

Из (П.19) и (П.20) следует, что

(П.21) |bγ| 6
n2∑
i=0

|b2,i||b1,γ−i| 6 b2

n2∑
i=0

|b1,γ−i|, γ = 0, n1 + n2, 0 6 γ−i 6 n2, i = 0, n1,

(П.22) aγ =

n2∑
i=0

a2,ia1,γ−i > a2

n2∑
i=0

a1,γ−i, γ = 0, n1 + n2, 0 6 γ − i 6 n2, i = 0, n1.

Из условия (5.1) доминирования получим

(П.23)
n2∑
i=0

|b1,γ−i| 6 θ

n2∑
i=0

a1,γ−i, γ = 0, n1 + n2, 0 6 γ − i 6 n2, i = 0, n1,

поэтому, учитывая (П.22), находим, что

(П.24) |bγ| 6 θb2

n2∑
i=0

a1,γ−i 6
θb2
a2,

aγ, γ = 0, n1 + n2, 0 6 γ − i 6 n2, i = 0, n1.

Это означает, что

(П.25) b(s) < a(s)θσ.

Свойство 5.1 доказано.
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