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Аннотация: Рассматриваются линейные системы управления, для которых фор-
мулируется задача синтеза регулятора с заданными требованиями к показателям
точности, качества (время регулирования и перерегулирование) и запасам устойчи-
вости по фазе и модулю. Решение этой классической задачи основано на тождестве
Безу. Получена зависимость между указанными показателями качества процесса
управления и структурой и коэффициентами полиномов тождества. Эта зависи-
мость позволяет построить метод синтеза регуляторов.

1. Введение

К середине прошлого столетия в теории автоматического управления сложи-
лись основные понятия показателей систем автомтаического управления: точность
управления, время регулирования, перерегулирование, запасы устойчивости по фазе
и модулю. К этому времени был разработан метод логарифмических амплитудно-
частотных характеристик [6, 9], предназначенный для синтеза регуляторов по за-
данным значениям этих показателей. На протяжении нескольких десятилетий этот
метод служил основным инструментом советских инженеров-разработчиков систем
автоматического управления одномерными объектами (объектами с одним управля-
ющим воздействием и одной измеряемой переменной). Трудности развития этого ме-
тода для многомерных объектов и разработка теории оптимального управления, при-
вели к методам LQ-оптимального и H∞-субоптимального управления [8, 12–14, 18].
Цель управления в этих методах описывается квадратичными функционалами. По-
этому начались исследования связи показателей систем автоматического управления
со структурой и параметрами функционала оптимизации. Связь точности управле-
ния с параметрами функционала LQ-оптимизации вначале была получена для внеш-
него возмущения, которое являлось белым шумом [15], либо постояннной функци-
ей [3], действующей на объект устойчивый по управлению (минимально-фазовый
объект). Эта связь сохраняется для возмущений более общего вида [5]. Аналогичная
связь с точностью получена для H∞-субоптимального управления [4]. Связь запасов
устойчивости со структурой функционала LQ-оптимизации получена для одномер-
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ных [1, 11] и многомерных [2, 17] систем.
Нахождение связи времени регулирования и перерегулированияс параметрами

функционала оптимизации затрудняется сложной зависимостью корней характери-
стического полинома система, которые часто явно определяют эти показатели, от
параметров функционала. В модальном управлении [7,16]. Эти корни задаются, что
во многих случаях позволяет обеспечить требования к времени регулирования и пе-
ререгулированию.

В настоящей работе получена зависимость четырех видов показателей от струк-
туры и корней модального полинома. Это дает возможность найти условия и полу-
чить решение классической задачи синтеза регуляторов по заданным значениям этих
показателей.

2. Постановка задачи

Рассмотрим асимптотически устойчивую систему управления, описываемую урав-
нениями

(1) ẋ = Ax+B1f +B2u, y = z = C1x1, t > t0;

(2) ẋc = Acxc +B1cyv +B2cy, u = Ccxc +Dcy,

где x(t) ∈ Rn — состояние объекта (1), u(t) ∈ Rm — управления, формируемые
регулятором (2), f(t) ∈ R1 — неизвестное внешнее возмущение, y(t) ∈ Rm — изме-
ряемые переменные, z(t) ∈ Rm — регулируемые переменные, xc ∈ Rnc — состояние
регулятора, yv(t) ∈ Rm — задающее воздействие, измеряемое либо заранее известная
функция. Матрицы объекта известны. Пара (A,B2) — управляема, а пара (A,C1) —
наблюдаема. Внешнее возмущение — ограниченная полигармоническая функция.

f(t) =
∞∑
i=0

fi sin(ωfi t+ ϕfi ),

в которой частоты ωfi и фазы ϕfi (i = 0,∞) — неизвестны, а неизвестные амплитуды
fi удовлетворяют неравенству

∞∑
i=0

|fi(t)| 6 f ∗,

где f ∗ — известное число.
Характеристиками системы (1), (2) являются показатели точности, качества и

запасы устойчивости по фазе и модулю. Эти характеристики находятся независимо
для внешнего возмущения и задающего воздействия. Опишем их, при yv = 0.

Показатели точности ys,i (i = 1,m) — это числа из неравенств

(3) |yi(t)| 6 ys,i, t > t1,i, i = 1,m,

где t1,i — время затухания переходных процессов i-той регулируемой переменной,
вызванных начальными условиями и приложением внешнего возмущения.
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Показатели качества — это время регулирования (tрег,i) и перерегулирование
(σрег,i) по каждой регулируемой переменной.

Эти показатели определяются при нулевых начальных условиях для ступенча-
того либо гармонического типовых внешних возмущений

(4) f(t) = 0, при t < t0, f(t)| = f ∗, при t > t0,

либо

(5) f(t) = f ∗ sinωt,

где ω — заданное число.
В частности, для внешнего возмущения (4) предполагается существование чисел

(6) yi(∞) = lim
t→∞

yi(t), i = 1,m,

и тогда время регулирования — это наименьшее время, когда выполняется условие

0, 95|yi(∞)| 6 |yi(t)| 6 1, 05 |yi(∞)|, t > ts,i, i = 1,m,

а перерегулирование

(7) σi = max
t>t0

|yi(t)| − |yi(∞)|
|yi(∞)|

, i = 1,m.

Запасы по фазе и модулю находятся так: приложим к объекту (1) вместо ν-той
компоненты вектора u (ν ∈ 1,m), воздействие rν = − sinωt и получим на ν-том выхо-
де регулятора uν = auν(ω) sin (ωt+ ϕuν). Повторяя для остальных компонент вектора
u, а затем для вектора y, находим запасы по фазе ϕuз,i, ϕ

y
з,i, и модулю Lui , L

y
i , которые

должны находиться в известных границах.
При таком определении запасов устойчивости система может терять устойчи-

вость при её размыкании, и поэтому для определения запасов устойчивости исполь-
зуют радиусы запасов устойчивости

rua,i = inf
06ω<∞

|vui (jω)| , rya,i = inf
06ω<∞

|vyi (jω)| , i = 1,m,

где vui (s), vyi (s), (i = 1,m) — функции возвратной разности, которые находятся без
размыкания системы. (В частности, vuν (jω) = 1+auν(ω)eϕ

u
ν (ω); если rua,ν > 0.75, то запас

по фазе > 42◦ и запас по модулю > 2).
Определение показателей, когда yV(t) 6= 0, а f(t) = 0, аналогично; следует заме-

нить yi(t) на разности `i = yi(t)− yVi(t) в выражениях (3), (6) – (7).
Задача 1. Задача состоит в нахождении, для заданного объекта (1), регуля-

тора (2), обеспечивающего выполнение требований:

• к точности

(8) ys,i 6 y∗i , i = 1,m;

• качеству

(9) tрег,i 6 t∗рег,i, σi 6 σ∗i , i = 1,m;
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• запасам устойчивости

(10) rua,i > r∗a, rya,i > r∗a, i = 1,m,

где y∗i , t∗рег,i, σ∗i (i = 1,m), r∗a — заданные положительные числа.

Эта задача была описана более полувека тому назад для одномерных систем
(m = 1) и задающего воздействия (yV 6= 0, f = 0) []. Тогда же было получено её
решение на основе метода логарифмических амплитудно-частотных характеристик
[?,?]. Однако уже тогда была ясна содержательность её многомерной интерпретации
и необходимость учёта внешних возмущений, и поэтому она является классической
задачей автоматического регулирования.

Решение этой задачи существует далеко не всегда. Это зависит от свойств объ-
екта (1) и набора чисел в правых частях неравенств (8) – (10). Выделим два вида
объектов, для которых эти наборы существенно отличаются.

Для этого запишем передаточные матрицы объекта и регулятора

(11) Wo(s) = C (Is− A)−1B2 = D−1(s)K(s) = No(s)P
(−1)
o (s);

(12) Wc(s) = Cc (Is− Ac)−1B2c = G−1(s)R(s) = N(s)P (−1)(s),

где D(s), K(s), G(s), R(s), P (s), N(s), Po(s), No(s) — полиномиальные матрицы раз-
меров m×m, s — символ преобразования по Лапласу при нулевых начальных усло-
виях.

Объект (1) называется устойчивым по управлению [10], если полином det K(s)
имеет корни с отрицательной вещественной частью (левые корни) и он называется
неустойчивым по управлению в противном случае.

3. Одномерные системы

При m = 1 уравнения системы (1), (2) можно записать в виде

(13) d(s)y = k(s)u+ c(s)f ;

(14) g(s)u = r(s)y,

где y и u — скаляры, d(s) = dn
n∏
i=1

(s+ sd,i), k(s) = kp
p∏
i=1

(s+ si) и c(s) = cρ
ρ∏
i=1

(s+ sc,i)

— заданные полиномы, причем n > p, n > ρ.
Полиномы регулятора (14) будем искать из тождества Безу

(15) d(s)g(s)− k(s)r(s) = ε(s)δk(s)δ(s).

где

δ(s) = dn

n∏
i=1

(s+ sδ,i)
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— базовый полином. Он имеет вещественные корни −sδ,i (i = 1, n).

ε(s) =

n−p∑
i=1

εis
i + 1

— полином реализуемости. Он имеет только левые корни, а его коэффициенты εi =
νεi−1, (i = 2, (n− p)), где ν – достаточно малое положительное число, полином
δk(s) = k(s), если объект устойчив по управлению и δk(s) = k(−s) — в противном
случае (в этом случае здесь и далее полагаем, для простоты, что все корни sk,i (i =
1, p) полинома k(s) правые).

Существует множество пар полиномов g(s) и r(s), удовлетворяющих тождеству
Безу. Однако, далее имеется в виду пара полиномов g(s) и r(s), которая находится
единственным образом из тождества Безу сравнением коэффициентов в его левой и
правой частях тождества.

Пусть полином c(s) = c0.
Утверждение 1. Если объект (13) устойчив по управлению (Re(−si) < 0, i =

1, p) и модули корней базового полинома удовлетворяют следующим условиям

(16) dn

n∏
i=1

sδ,i >
c0f
∗

y∗
, sδ,i > 3

(
t∗s,1
)−1

, i = 1, n

(17) sδ,i > |sd,i| , i = 1, n,

то регулятор (14), найденный из решения тождества Безу, решает поставленную
задачу 1 для m = 1.

Доказательство утверждения 1. Передаточная функция системы (13), (14),
связывающая выход с внешним возмущением, имеет вид

(18) tyf (s) =
g(s)c(s)

d(s)g(s)− k(s)r(s)
.

Требование (8) к точности выполняется, если

‖tyf (s)‖∞ 6
y∗

f ∗
,

где (‖tyf (s)‖∞ = sup
06ω<∞

|tyf (jω)|).

Действительно, выход системы при внешнем возмущении имеет при t→∞ вид

y(t) =
∞∑
i=0

a
(
ωfi

)
sin

(
ωfi t+ ψ

(
ωfi

))
,

где a
(
ωfi

)
=
∣∣∣tyf (ωfi )∣∣∣ fi.

Тогда

|y(t)| 6
∞∑
i=0

∣∣∣a(ωfi )∣∣∣ 6 ∞∑
i=0

∣∣∣tyf (jωfi )∣∣∣ |fi| 6 ‖tyf (s)‖∞ ∞∑
i=0

|fi| = ‖tyf (s)‖∞ f
∗.
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Полином g(s) имеет следующую структуру

(19) g(s) = gε(s)k(s).

Разделив тождество (15) на полином k(s), получим следующее тождество

(20) d(s)g(s)− r(s) = ε(s)δ(s),

где индекс ε полинома gε(s) опущен.
Если параметр ν полинома реализуемости достаточно мал, то решение тождества

(20) имеет вид

(21) g(s) = ε(s) + o(s, ν),

где o(s, ν) — полином, с исчезающими коэффициентами: lim
ν→0

o(s, ν) = 0.
Действительно, перепишем тождество (20) в более подробной форме как(

dns
n +

n−1∑
i=0

dis
i

)(
ρ∑
i=0

gis
i

)
−
n−1∑
i=0

ris
i =

(
δns

n +
n−1∑
i=0

δis
i

)(
ρ∑
i=1

εis
i + 1

)
.

Сравнивая коэффициенты при s в i-ой степени (i = n+ ρ, n) получим следующую
систему для определения коэффициентов gi, (i = 0, ρ)

(22) dngβ = δnεβ −
ρ−β∑
i=1

dn−i gβ+i +

ρ−β∑
i=1

δn−i εβ+i, β = 0, ρ.

Если параметр ν достаточно мал, то

ερ < ερ−1 < . . . < ε2 < ε1 < 1.

При этих условиях и δn = dn система (22) имеет решение (21).
Учитывая тождество Безу и выражения (19), (21), передаточная функция (18)

перепишется как

tyf (s) =
c(s)

δ(s)
.

Корни полинома δ(s) вещественные и поэтому

sup
06ω<∞

|tyf (jω)|) 6 c0

dn
n∏
i=1

sδ,i

,

где c(s) = c0.
Второе неравенство в условиях утверждения обеспечивает заданное время регу-

лирования. Перерегулирование σ = 0, так как корни полинома δ(s) вещественные.
Неравенство (17) служит для обеспечения запасов устойчивости. Очевидно, что

v(s) = 1− k(s)r(s)

d(s)g(s)
=
δ(s)

d(s)
,
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что, в частности, для вещественных корней полинома d(s) дает

|v(jω)|2 =

n∏
i=0

(
ω2 + s2δ,i

)
n∏
i=0

(
ω2 + s2d,i

) > 1, 0 6 ω <∞.

Утверждение 1 выполняется также для общего случая полинома c(s) для всех
показателей из задачи 1, исключая перерегулирование.

Если сигнал уставки yV(s) 6= 0, то регулятор (14) имеет вид

g(s)u = r(s)y − δ(s)yV.

Утверждение 2. Если

• объект (13) неустойчив по управлению (неминимально-фазовый);

• корни полинома d(s) объекта удовлетворяют неравенству

(23) si > |sd,j| θd, i = 1, p, j = 1, n;

• базовый полином выбирается из условий (16) утверждения 1 и следующих
неравенств

(24) si > sδ,jθd, i = 1, p, j = 1, n,

где θd, θδ достаточно большие числа,

то регулятор (14), найденный из решения тождества Безу, решает поставленную
задачу 1.

Доказательство утверждения 2. Это утверждение доказывается вместе с
доказательством утверждения 3.

Утверждение 3. Если

• объект (13) неустойчив по управлению (неминимально-фазовый);

• объект обладает свойством

(25) si <
|sd,j|
θd,

i = 1, p, j = 1, n,

• базовый полином выбирается, исходя из следующих условий

(26) si <
sδ,j
θδ
, i = 1, p, j = 1, n,

где θd, θδ достаточно большие числа

• регулятор (14) находится из решения тождества Безу
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то

y(∞) = c0

(
2

d(0)
− 1

δ(0)

)
f ∗,

если внешнее возмущение ступенчатый сигнал, при этом

ra 6
δ(0)

|2δ(0)− d(0)|
.

Доказательство утверждения 3. Полином g(s) имеет следующую структуру

g(s) = gε(s)gk(s).

Тождество Безу (15) дает при s = si, (i = 1,m) следующие выражения для
коэффициентов полинома gk(s)

m∑
j=0

gk,j (si)
j =

ε(si)δk(si)δ(si)

d(si)gε(si)
, i = 1,m.

Анализ этих выражений при условиях (23), (24) и (25), (26) дает утверждения 2
и 3.

4. Многомерные объекты

Принимая во внимание передаточные матрицы (11), (12), выражения (1), (2)
можно записать как

(27) D(s)y = K(s)u+ c(s)f,

(28) P (s)α = y, u = N(s)α,

где α(t) ∈ Rm — частичный вектор состояния.
Регулятор (28) находится как решение тождества Безу следующего вида:

(29) D(s)P (s)−K(s)N(s) = ∆(s) det K(s),

где

∆(s) = diag [δ1(s), . . . , δm(s)] .

Утверждение 4. Если

• объект (27) устойчив по управлению,

• регулятор (28) находится решением тождества (29), в котором полиномы
δi(s) (i = 1,m) выбираются из условий (16),(17) утверждения 1,
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тогда система удовлетворяет требованиям (8), (9) задачи 1; система обладает
запасами устойчивости (10), если

(30)
[
D−1(−jω)∆(−jω)

]T × [D−1(jω)∆(jω)
]
> Imr

∗
a;[

K−1(−jω)∆(−jω)D−1(−jω)K(−jω)
]T×[K−1(jω)∆(jω)D−1(jω)K(jω)

]
> Imr

∗
a.

Доказательство утверждения 4.
Легко проверить, что решение тождества имеет вид

P (s) = Im det K(s), N(s) = K̃(s) [D(s)−∆(s)] ,

где K̃(s) — сопряженная матрица
(
K̃(s)K(s) = Im det K(s)

)
.

Если регулятор (28) с этими матрицами не приводится к форме (2), то тогда
тождество (29) умножается на матрицу реализуемости.

Передаточный вектор системы (27),(28) имеет вид

Tyf (s) = P (s) [D(s)P (s)−K(s)N(s)]−1 c(s),

с учетом тождества (29) получим выражение

Tyf (s) = ∆−1(s)c(s)f,

которое означает выполнение первой части утверждения. Вторая часть утверждения
следует из достаточных условий запасов устойчивости:

[Im + Wy(−jω)]T [Im + Wy(jω)]T > Imr
y∗
a ,

[Im + Wu(−jω)]T [Im + Wu(jω)]T > Imr
u∗
a ,

где 0 6 ω <∞, Wu(s) = −Wc(s)Wo(s), Wy(s) = −Wo(s)Wc(s).
В частном случае, когда матрицаD(s) объекта диагональная:D(s) = diag [d11(s), . . . , dmm(s)],

то неравенство (30) выполняется.

5. Слабосвязанные системы

Пусть матрицаK(s) объекта (27) — диагональная:K(s) = diag [k11(s), . . . , kmm(s)].
Его можно переписать в развернутой форме как

(31)
m∑
j=1

dij(s)yj = ki(s)ui + cif, i = 1,m.

Рассмотрим возможность решения задачи 1 с помощью развязанных регуляторов

(32) gi(s)ui = ri(s)yi, i = 1,m.

В связи с этим введем развязанный объект

(33) dii(s)yi = ki(s)ui + cif, i = 1,m.

Найдем полиномы регулятора (32) для развязанной системы (32), (33) из тож-
деств Безу

(34) dii(s)gi(s)− ki(s)ri(s) = εi(s)δki(s)δi(s), i = 1,m.
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Утверждение 5. Если

• объект (31) устойчив по управлению,

• регулятор (32) находится как решение тождества (34), в котором полино-
мы δi(s), i = 1,m выбираются исходя из условий (16), (17) утверждения 1 и
модули корней этих полиномов достаточно большие,

тогда система (31), (32) удовлетворяет требованиям (8), (9) задачи 1. Такая си-
стема обладет запасами устойчивости (10), если коэффициенты полиномов объек-
та dii(s), i = 1,m — положительные.

Доказательство утверждения 5. Компоненты передаточного вектора систе-
мы (31), (32) имеют вид

Tyfν(s) =
det Mν(s)

det M(s)
, ν = 1,m,

где матрица M(s) состоит из элементов: mii(s) = δi(s), mij(s) = dij(s), i, j = 1,m, i 6=
j. Mν(s) — матрица M(s), у которой ν-ый столбец — это вектор c(s).

Эти компоненты системы (32), (33)

tyf,ν(s) =
cν
δν(s)

, ν = 1,m.

Первая часть утверждения выполняется, если Tyf,ν(s) стремится к tyf,ν(s), ν =
1,m при условиях утверждения.

В связи с этим рассмотрим два полинома a(s) =
na∑
i=0

ais
i и b(s) =

nb∑
i=0

bis
i, na > nb.

Полином a(s) с положительными коэффициентами доминирует над полиномом
b(s) со степенью θ (обозначение: b(s) < a(s)θ), если

|bi| < aiθ, i = 1, nb, 0 6 θ < 1.

Пусть

det M(s) = α(s) + β(s), det Mν(s) = αν(s) + βν(s), ν = 1,m,

где

α(s) =
m∏
i=1

δi(s), αν(s) = cν

ν−1∏
i=1

δi(s)
m∏

i=ν+1

δi(s),

β(s) = det M(s)− α(s), βν(s) = det Mν(s)− αν(s), ν = 1,m.

Если

(35) β(s) < α(s)θσ, βν(s) < αν(s)θσ, ν = 1,m,

где θσ — достаточно малое число, то Tyf,ν(s) стремится к tyf,ν(s), ν = 1,m.
Для того чтобы получить эти неравенства уравнение объекта (1) преобразуется

к форме (27) так, что степени nij полиномов dij(s) были меньше, чем степени nii
полиномов dii(s):

nii > nji (i, j = 1,m, i 6= j),
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и модули корней полиномов δi(s) степеней nii i = 1,m были достаточно большими,
так что

dij(s) < δi(s)θ (i, j = 1,m, i 6= j),

где θ — достаточно маленькое число. Это обеспечивает малое значение θσ.
Вторая часть утверждения доказывается аналогично. Доказательство основано

на неравенстве (35).
Рассмотрим частный случай объекта (31), неустойчивого по управлению, когда

только один из его полиномов, например kγ(s), γ ∈ 1,m имеет корни с неотрицатель-
ной вещественной частью. Для этого случая запишем уравнение (27) как

(36)
m∑
j=1

dij(s)yj = ki(s) [ui + uiγ] + cif, i = 1,m, i 6= γ,

(37)
m∑
j=1

dγj(s)yj = kγ(s)uγ,

Управления ui, i = 1,m, i 6= γ удовлетворяют второму условию устверждения 5.
Управления uiγ, i = 1,m, i 6= γ описываются следующими выражениями

(38) giγ(s)uiγ = riγ(s)yγ, i = 1,m, i 6= γ,

полиномы giγ(s) и riγ(s) которых находятся из тождества (34), где индекс i заменен
на индекс iγ и модули корней полиномов δiγ(s), i = 1,m, i 6= γ — достаточно малы.
Управления uγ находятся из тождества (34), где индекс i заменен индексом γ, а корни
полиномов δγ(s) определяются, принимая во внимание утверждения 2 и 3.

При этих условиях система (36), (37), (38) удовлетворяет требованиям (8) задачи
1; такая система обладает запасами устойчивости (10) по всем входам и выходам, за
исключением γ-го входа и выхода, если коэффициенты полиномов объекта dii(s), i =
1,m — положительные.

6. Заключение

В настоящей работе рассматривается задача синтеза регулятора с заданными
требованиями к показателям точности, качества (время регулирования и перерегу-
лирование) и запасам устойчивости по фазе и модулю. Решение задачи основано на
тождествах Безу вида (15) и (29).

В работе получена связь между значениями показателей точности, качества и
запасов устойчивости, и структурой и коэффициентами полиномов тождеств.

Если объект одномерный и устойчивый по управлению, то задача 1 имеет реше-
ние для любых заданных показателей точности, качества и устойчивости.

Этот результат развивается для многомерных объектов за исключением запасов
устойчивости по фазе и модулю. Если матрица объекта K(s) диагональная и сам
объект устойчив по управлению, то для существуют простые условия для обеспе-
чения запасов устойчивости. Предлагается подход к решению этой же задачи при
условии, что объект неустойчив по управлению.
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