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Аннотация: В работе рассмотрен подход к понижению порядка регуляторов по изме-
ряемому выходу, который опирается на специфическое использование классического 
критерия Найквиста. Понижение порядка регулятора понимается в общепринятом смыс-
ле сокращения порядка его дифференциального уравнения без существенного изменения 
передаточной функции замкнутой системы, например, от задающего воздействия к регу-
лируемой переменной. Этот подход опирается на технику размыкания замкнутой систе-
мы "объект-регулятор" по элементам разложения передаточной функции регулятора на 
сумму элементарных дробей, а также по элементам разложения передаточной функции 
регулятора на сумму фазовращательных (all-pass) функций с коэффициентами, равными 
ее ганкелевым сингулярным числам. 

 
 

1. Введение 
 

Проблема понижения порядка регуляторов является весьма актуальной с точки 
зрения практической применимости современных подходов к синтезу H2, H∞, l1, μ-
регуляторов, которые могут иметь весьма высокий порядок. Упрощение полученного 
регулятора позволяет снизить возникающие на этапе реализации возможные ошибки и 
повысить надежность функционирования системы в целом.  

Обычно используют два основных подхода [1, 2]:  
 понижение порядка (редукция) модели объекта и далее синтез более простого регу-

лятора; 
 понижение порядка регулятора, полученного на основе полной модели объекта.  

Основным требованием при этом является сохранение показателей качества и ус-
тойчивости замкнутой системы. 

Предлагаемый подход к понижению порядка динамических регуляторов опирается 
на специфическое использование классического критерия Найквиста, когда размыкание 
замкнутой системы объект-регулятор осуществляется либо по элементам разложения 
передаточной функции регулятора на элементарные дроби, либо по элементам разло-
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жения передаточной функции регулятора на сумму фазовращательных (all-pass) функ-
ций с коэффициентами, равными ее ганкелевым сингулярным числам [4]. 

Силу влияния обратной связи, образованной данным элементом, можно оценить «в 
классическом смысле» оценив модуль частотной передаточной функции такой разомк-
нутой системы на всем вещественном диапазоне частот. Если модуль такой частотной 
передаточной функции не превышает для всех частот заданного значения ε, и годограф 
Найквиста такой разомкнутой системы не охватывает критическую точку  
(-1,j0), этим элементом регулятора можно пренебречь. При этом относительное изме-
нение передаточной функций замкнутой системы не будет превышать заданного значе-
ния ε в существенном диапазоне частот (до частоты среза разомкнутой системы с пол-
ным-нередуцированным регулятором). 

 
 

2. Постановка задачи 
 

Рассмотрим модель объекта управления 
(1) cxyzbuAxx  , , 
совместно с динамическим стабилизирующим регулятором по выходу 
(2) ),(),( ygdxcuygbxAx сссcccc   

где nRx  – вектор состояния объекта; 1Ru  – управляющее воздействие; 1Rz   – ре-

гулируемая переменная; 1Rg  – задающее воздействие; 1Ry  – измеряемая перемен-

ная; cn
c Rx   – вектор состояния регулятора; сAA,  – матрицы чисел; сbb,  – векторы 

столбцы; сcc,  – векторы строки; сd  – скаляр. 

Предполагается, что система (1), (2) асимптотически устойчивая. 
Задача. Понизить порядок регулятора, т.е. среди переменных состояния регуля-

тора найти такие, которые можно удалить, сохранив передаточную функцию замк-
нутой системы с заданной относительной точностью ε 
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где Tyg и T0
yg – передаточные функции замкнутой системы с исходным и редуцирован-

ным регулятором. 
 

 

3. Решение задачи на основе критерия Найквиста 
 

3.1. Разложение передаточной функции регулятора  
на сумму элементарных дробей 

Передаточную функцию регулятора Wс=сc(sI-Ac)
-1bc+dc можно представить в виде 

суммы элементарных дробей [1]: 
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где 
0

0
0 d

b
k   при mc=nc и k0=0 при mc<nc; nckkk ...,,, 21  – вычеты Wс; d(s) и b(s) – полино-

мы от оператора дифференцирования s; nc ...,,, 21  – корни характеристического поли-
нома регулятора d(s)=det(sI–Aс)=(s–λ1)(s–λ2)…(s–λnc). 
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Структурную схему системы (1), (4) можно представить в виде 
 

 
Рис. 1. Структурная схема замкнутой системы (1), (4). 

 
На рис. 1 Wоб(s)=c(sI–A)–1b – передаточная функция объекта по управлению. 
Разомкнем систему по одному из слагаемых, как показано на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Структурная схема системы (1), (4), разомкнутой по i-му слагаемому передаточ-
ной функции регулятора. 

 
При этом W0(s) – передаточная матрица регулятора, у которого i-ое слагаемое в 

разложении (4) равно 0, Wi(s) – i-ое слагаемое (4). 
Передаточная функция разомкнутой системы по i-му слагаемому регулятора имеет 
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А передаточная функция замкнутой системы с редуцированным регулятором опре-
деляется выражением 
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Регулируемая переменная y и задающее воздействие g в замкнутой системе связаны 
соотношением 
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Легко видеть, что передаточная функция (5) включает i-е слагаемое регулятора (4) 
в виде сомножителя и, для определения характера его влияния на свойства замкнутой 
системы (1), (2), необходимо построить годограф Найквиста передаточной функции (5).  
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Утверждение 1. Если годограф Найквиста (5) не охватывает критическую точку 
(–1,j0) и выполнено частотное условие 

(8) ),0[  ,)(  jW i
раз , 

то целевое неравенство (3) будет выполняться для всех частот ω, не превышающих 
частоту среза исходной разомкнутой системы )()()( sWsWsW обсраз  . 

При практической реализации процедуры понижения порядка регулятора, динами-

ка i-го слагаемого 
i

i

s

k


, по которому производится размыкание, отбрасывается, а ко-

эффициент усиления звена 
i

ik




 целесообразно сохранить, тем самым, сохранив стати-

ческий коэффициент передачи регулятора. 
 
 

3.2. Разложение передаточной функции регулятора  
на сумму фазовращательных звеньев 

 
Другой подход к разложению передаточной функции регулятора опирается на раз-

ложение Гловера [4]  
(9) )(...)()()( 22110 sEsEsEDsW nnс   , 
в котором: |Ei(jω)|=1 для всех ωЄ[0,∞) – фазовращательные звенья (all-pass функции), 
σi – ганкелевы сингулярные числа σi ={λi(PQ)}1/2, расположенные в порядке убывания. 
Здесь P и Q грамианы управляемости и наблюдаемости регулятора 
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',' вычисляемые как решения матричных урав-

нений Ляпунова 
(10) AсP + PAс'+bсbс'=0, Aс'Q+ QAс+cс'cс=0. 

Структурную схему системы (1), (9), (10) можно представить в виде 
 

 
Рис. 3. Структурная схема замкнутой системы (1), (9), (10). 

 
На рис. 3 Wоб(s)=c(sI–A)–1b – передаточная функция объекта по управлению. 
Передаточная функция разомкнутой системы (рис. 3) по i-му слагаемому регулято-

ра имеет вид: 

ε u

)(11 sE

 
 
 
 
 
 

Σ 
Wоб(s) 

y

…

y 

g 

- 

)(sEnn

)(22 sE

D0



245 

XII ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ 
ВСПУ-2014 

Москва 16-19 июня 2014 г. 

(11) )(
)()(1

)(
)(

0

sE
sWsW

sW
sW ii

об

обi
раз 


 , 

а передаточная функция замкнутой системы с редуцированным регулятором определя-
ется соотношением: 
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Связь задающего воздействия и регулируемой переменной в замкнутой системе 
(рис. 3) определяется выражением 
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Передаточная функция (11) включает i-е слагаемое регулятора (9) в виде сомножи-
теля и, для определения характера его влияния на свойства замкнутой системы (1), (2), 
необходимо построить годограф Найквиста передаточной функции разомкнутой систе-
мы (11).  

Утверждение 2. Если годограф Найквиста (11) не охватывает критическую 
точку (–1,j0) и выполнено частотное условие 

(14) ),0[  ,)(  jW i
раз , 

то целевое неравенство (3) будет выполняться для всех частот ω, не превышающих 
частоту среза исходной разомкнутой системы )()()( sWsWsW обсраз  . 

При практической реализации процедуры динамика i-го слагаемого )(sEi  (начиная 
с последнего), по которому производится размыкание, отбрасывается, а коэффициент 
усиления звена i  и общий коэффициент передачи регулятора сохраняются. Удаление 
динамической части соответствующего слагаемого, начиная с последнего, понижает 
порядок регулятора на единицу.  
 
 

4. Численные примеры 
 

Продемонстрируем эффективность предложенной техники редукции регуляторов 
на численном примере «Flexible Beam Continued» [3]. 

Объект управления описывается передаточной функцией: 
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Регулятор, полученный в [3], имеет передаточную функцию: 

. 

Переходный процесс системы, замкнутой таким нередуцированным регулятором 
Wc(s) приведен на рис. 4. 
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Рис. 4. Реакция выхода y(t) на единичное ступенчатое воздействие. 

 
Этот регулятор можно разложить на простейшие дроби: 
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Исследование годографов Найквиста при размыкании системы по каждому слагае-

мому регулятора показало, что динамикой всех слагаемых, кроме 5-го, можно пренеб-
речь. Редуцированный регулятор имеет вид: 

201,1
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Ниже приведен переходный процесс по регулируемой переменной y(t) при нулевых 

начальных условиях и единичном задающем воздействии 
 

 
Рис. 5. Реакция выхода y(t) на единичное ступенчатое воздействие (система с редуциро-
ванным регулятором). 

 
Теперь рассмотрим второй подход к разложению передаточной функции 

регулятора на сумму all-pass функций [1, 4]. Исходный регулятор )(sWс  имеет 

D0=7.4·10–5 и ганкелевы сингулярные числа 0.3984, 0.3330, 0.2211, 0.2146, 0.0685, 
0.0039, 0.0003, 0.0001. All-pass функции не приведены здесь в виду громоздкости их 
записи.  

Анализ годографов Найквиста показал, что можно пренебречь динамикой послед-
них четырех слагаемых разложения (9) передаточной функции регулятора.  

Ниже приведен переходный процесс по регулируеммой переменной y(t) системы с 
редуцированным регулятором на единичную ступеньку  
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Рис. 6. Реакция выхода y(t) системы с редуцированным регулятором на единичное сту-
пенчатое воздействие. 

 
 

5. Заключение 
 

В работе предложен частотный подход к проблеме понижения порядка SISO-
регуляторов, который опирается на критерий Найквиста и технику размыкания по эле-
ментам разложения передаточной функции регулятора. Доказано, что если для наперед 
заданного уровня ε выполняется частотное условие утверждений и годограф Найквиста 
не охватывает критическую точку (–1, j0), т.е. разомкнутая система устойчива, то ди-
намикой исследуемого элемента разложения передаточной функции регулятора можно 
пренебречь. При этом относительное изменение передаточной функции замкнутой сис-
темы в полосе существенных частот (до частоты среза исходной разомкнутой системы) 
будет величиной порядка ε. 

В заключение можно сказать, что предложенный подход к понижению порядка 
SISO-регуляторов может быть обобщен на многомерный случай.  
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