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Â. Í. ×åñòíîâ (Ìîñêâà) �Ñèíòåç ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì çàäàííîé òî÷íîñòè, âðåìåíè ðåãó-
ëèðîâàíèÿ è ðàäèóñà çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè� (24.02.2014).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ìíîãîìåðíûå ñèñòåìû, ïîäâåðæåííûå âîçäåéñòâèþ îãðàíè÷åí-
íûõ ïî ìîùíîñòè íåèçìåðÿåìûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à
ñèíòåçà ëèíåéíîãî ðåãóëÿòîðà ïî èçìåðÿåìîìó âûõîäó îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùå-
ãî çàäàííûå îøèáêè ïî ðåãóëèðóåìûì ïåðåìåííûì îáúåêòà â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå. Êðî-
ìå ýòîãî, ðåãóëÿòîð äîëæåí îáåñïå÷èâàòü çàäàííîå âðåìÿ ðåãóëèðîâàíèÿ (õàðàêòåðèçóåìîãî
ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè), à òàêæå æåëàåìûé ðàäèóñ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé
áëèçîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû îáúåêò�ðåãóëÿòîð ê ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè (ãàðàíòèðóþùèé íà
ôèçè÷åñêîì âõîäå èëè âûõîäå îáúåêòà çàäàííûå ìíîãîìåðíûå çàïàñû óñòîé÷èâîñòè ïî ôàçå è
êîýôôèöèåíòó óñèëåíèÿ) (ñì. [1]).

Èìååòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìûé è íàáëþäàåìûé îáúåêò óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûé óðàâ-
íåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ

ẋ(t) = Ax(t) +B1wf (t) +B2u(t), z(t) = y(t) = Cx(t), (1)

ãäå x � n -ìåðíûé âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, u � m -ìåðíûé âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîç-
äåéñòâèé, z = y � m2 -ìåðíûé âåêòîð ðåãóëèðóåìûõ è îäíîâðåìåííî èçìåðÿåìûõ ïåðåìåííûõ
îáúåêòà, wf � µ -ìåðíûé âåêòîð íåèçìåðÿåìûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé ñ
êîìïîíåíòàìè wfi(t) =

∑p
k=1wik sin(ωkt + ψik), i = 1, µ (ñ íåèçâåñòíûìè àìïëèòóäàìè, íà-

÷àëüíûìè ôàçàìè è ÷àñòîòàìè), îãðàíè÷åííûìè ïî ìîùíîñòè:
∑p

k=1w
2
ik ≤ w∗2

i ( i = 1, µ ), ãäå

p � èçâåñòíîå ÷èñëî ãàðìîíèê, w∗
i ( i = 1, µ ) � çàäàííûå ÷èñëà, A, B1, B2, C � èçâåñòíûå

ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Áóäåì èñêàòü äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó â âèäå

ẋc(t) = Acxc(t) +Bcy(t), u(t) = Ccxc(t) +Dcy(t), (2)

ãäå xc � nc -ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðåãóëÿòîðà, à ìàòðèöû Ac, Bc, Cc, Dc ÿâëÿþòñÿ èñ-
êîìûìè. Îïðåäåëèì óñòàíîâèâøèåñÿ îøèáêè ïî ðåãóëèðóåìûì ïåðåìåííûì ñîîòíîøåíèÿìè
yi,st = lim sup

t→∞
|yi(t)|, à ðàäèóñ óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïî ýòèì ïåðå-

ìåííûì [2] ðàâåíñòâîì r2st =
∑m2

i=1(yi,st/y
∗
i )

2, ãäå y∗i > 0 ( i = 1,m2 ) � çàäàííûå ÷èñëà. Áóäåì
ãîâîðèòü [1], ÷òî ñèñòåìà (1), (2) èìååò ðàäèóñ çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè 0 < r ≤ 1, åñëè âûïîëíåíî
ìàòðè÷íîå êðóãîâîå ÷àñòîòíîå íåðàâåíñòâî

[I +W y(−jω)]ò[I +W y(jω)] ≥ r2I, ω ∈ [0,∞), (3)

∗) Ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà.
∗∗) Ñîñòàâèòåëü õðîíèêè À.Ï. Íîñîâ.
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ãäå W y(s) = −W (s)Wc(s) � ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû (1), (2) ïî âûõîäó
îáúåêòà y, W è Wc � ïåðåäàòî÷íûå ìàòðèöû îáúåêòà è ðåãóëÿòîðà ñîîòâåòñòâåííî. Ïîòðå-
áóåì òàêæå, ÷òîáû âðåìÿ ðåãóëèðîâàíèÿ â çàìêíóòîé ñèñòåìå (1), (2) íå ïðåâûøàëî çàäàííîãî
tp, êîòîðîå ìîæíî îöåíèòü ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå tp ≈ 3/β, ãäå β � ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè
çàìêíóòîé ñèñòåìû (ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî ìíèìîé îñè îò ëåâîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ïîëèíîìà çàìêíóòîé ñèñòåìû). Ýòè òðåáîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ïðîòèâîðå÷èâû.

Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó (2) òàêîé, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü óñëîâèÿ: r2st ≤ γ2, ãäå γ � çàäàííîå èëè ìèíèìèçèðóåìîå ÷èñëî, à òàêæå óñëîâèå (3)
ñ çàäàííûì r; âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû Acl óäîâëåòâîðÿëè
íåðàâåíñòâàì Reλi(Acl) ≤ −β ( i = 1, n+ nc ).

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìûêàíèå çàìêíóòîãî êîíòóðà
îáúåêò�ðåãóëÿòîð ïðîèñõîäèò íà âõîäå u îáúåêòà.

Îïðåäåëèì âåêòîð ôèêòèâíûõ ðåãóëèðóåìûõ ïåðåìåííûõ z1 = y + w1 (w1 � âåêòîð
ôèêòèâíûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé) è âçâåøåííûé âåêòîð ðåãóëèðóåìûõ ïåðåìåííûõ îáúåêòà

z2 = Q1/2y (Q > 0 � äèàãîíàëüíàÿ âåñîâàÿ ìàòðèöà) è îáúåäèíèì ýòè âåêòîðû â ðàñøèðåííûé
âåêòîð z = [zò1 , z

ò

2 ]
ò. Ââåäåì òàêæå ðàñøèðåííûé âåêòîð âíåøíèõ âîçìóùåíèé w = [wò

1, w
ò

f ]
ò.

Ïåðåäàòî÷íóþ ìàòðèöó çàìêíóòîé ñèñòåìû, ñâÿçûâàþùóþ ýòè âåêòîðû, îáîçíà÷èì ÷åðåç
Tzw(s). Íàðÿäó ñ íåé ðàññìîòðèì ñìåùåííóþ ïåðåäàòî÷íóþ ìàòðèöó Tzw(s − β), êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â óðàâíåíèÿõ îáúåêòà (1) ìàòðèöó A çàìåíèòü íà Ã = A + βI, ãäå I �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü ðåãóëÿòîð (2) ñ ìàòðèöàìè Ãc, Bc, Cc, Dc ðàçðåøàåò çàäà÷ó ∥Tzw(s − β)∥∞ ≤ γ
ìèíèìèçàöèè H∞ -íîðìû ýòîé ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà. Ðåãóëÿòîð ñ ìàòðèöàìè Ãc−βI, Bc, Cc, Dc ðàçðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó,
ïðè ýòîì çíà÷åíèå r â íåðàâåíñòâå (3) ðàâíî ðåàëèçîâàâøåìóñÿ çíà÷åíèþ γ−1 â ñìåùåííîé
H∞ -çàäà÷å.

Åñëè âûáèðàòü ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé âåñîâîé ìàòðèöû Q èç ðàâåíñòâ qi = p∥w∗∥2/y∗2i
( i = 1,m2 ) ( ∥w∗∥ � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà w∗ = [w∗

1, w
∗
2, . . . , w

∗
µ]

ò ), òî ïðèäåì ê âûïîëíå-

íèþ öåëåâîãî óñëîâèÿ r2st ≤ γ2 ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ëèòåðàòóðà. 1. ×åñòíîâ Â.Í. Ñèíòåç ðåãóëÿòîðîâ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì ïî çàäàííîìó ðà-

äèóñó çàïàñîâ óñòîé÷èâîñòè íà áàçå ïðîöåäóðû H∞ -îïòèìèçàöèè // Àâòîìàòèêà è òåëåìå-
õàíèêà. 1999. � 7. Ñ. 101�109. 2. ×åñòíîâ Â.Í. Ñèíòåç H∞ -ðåãóëÿòîðîâ ìíîãîìåðíûõ ñèñ-
òåì çàäàííîé òî÷íîñòè è ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2011. � 10.
Ñ. 170�185.

À. Í. Âåòîõèí (Ìîñêâà) �Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè îòîáðàæåíèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ îáîáùåííîìó óñëîâèþ Ã�åëüäåðà� (24.03.2014).

Óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íûé áýðîâñêèé êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñåìåéñòâà îòîáðàæå-
íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îáîáùåííîìó óñëîâèþ Ã�åëüäåðà è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [1, ñ. 120]. Ïóñòü
X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Íà
ïðîñòðàíñòâå X, êðîìå èñõîäíîé ìåòðèêè d, îïðåäåëèì ñèñòåìó ìåòðèê

dfn(x, y) = max
0≤i≤n−1

d(f i(x), f i(y)), n ∈ N.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bf (x, ε, n) îòêðûòûé øàð {y ∈ X : dfn(x, y) < ε}. Ìíîæåñòâî E ⊂ X
íàçûâàåòñÿ (f, ε, n) -ïîêðûòèåì, åñëè

X ⊂
∪
x∈E

Bf (x, ε, n).

Ïóñòü Sd(f, ε, n) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ (f, ε, n) -ïîêðûòèÿ. Òîïîëîãè÷åñêîé ýí-
òðîïèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì f, íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

hdtop(f) = lim
ε→0

lim
n→∞

n−1 lnSd(f, ε, n).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìåòðèêà d′ çàäàåò òó æå òîïîëîãèþ íà ïðîñòðàíñòâå X, ÷òî è d, òî
hdtop(f) = hd

′
top(f) [1, ñ. 121], ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ d.

Ïî ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó M è íåïðåðûâíîìó (ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ) îòîá-
ðàæåíèþ

f : M×X → X, (1)

îáðàçóåì ôóíêöèþ
µ 7→ htop(fµ(·)). (2)

Â ìîíîãðàôèè [1, ñ. 501], â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ X = [0, 1] è ïðîèçâîëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà M ôóíêöèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó. Âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíê-
öèÿ (2) ìîæåò è íå áûòü ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ôóíêöèåé ýòîãî ïàðàìåòðà. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ X = {z ∈ C; |z| ≤ 1}, M = [0, 1] è ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé

fµ(z) =

{
0, åñëè z = 0,

µz2/|z|, åñëè z ̸= 0,

èìååì htop(fµ) = 0 ïðè µ ∈ [0, 1), htop(fµ) ≥ ln 2 ïðè µ = 1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2) íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó â òî÷êå µ = 1.

Ïóñòü H = {hk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ âîçðàñòàþùèõ íà R+ ôóíê-
öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè âñåõ k óñëîâèþ hk(0) = 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
f : X → X óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîìó óñëîâèþ Ã�åëüäåðà, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå k0, ïðè êîòî-
ðîì äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî d(f(x), f(y)) ≤ hk0(d(x, y)).

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿìè íóëåâîãî êëàññà Áýðà íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M íàçû-
âàþòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p ôóíêöèÿìè p -ãî êëàññà
Áýðà íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ïîòî÷å÷íûìè ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíê-
öèé (p− 1) -ãî êëàññà Áýðà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè H, ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M è
êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîáùåííîìó óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ïî x ∈ X ïðè
âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè µ ∈ M, ôóíêöèÿ (2) ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó Áýðà, à
åñëè M ìåòðèçóåìî ïîëíîé ìåòðèêîé, òî â M íàéäåòñÿ òàêîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
A òèïà Gδ, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè (2) íà A íåïðåðûâíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâîéñòâî òî÷êè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ òèïè÷íûì ïî
Áýðó, åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
òèïà Gδ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè H, ëþáîãî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà M è êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîáùåííîìó óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ïî
x ∈ X ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè µ ∈ M, ôóíêöèÿ (2) â òèïè÷íîé ïî Áýðó òî÷êå
ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ X ïðè
âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè µ ∈ M, ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåì 1 è 2 óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [2].

Îêàçûâàåòñÿ, â òåîðåìå 1 âòîðîé êëàññ Áýðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ çàìåíèòü íà ïåðâûé
êëàññ Áýðà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {µ = (µ1, µ2, . . .) : µk ∈ {0, 1}} ñ
ìåòðèêîé

d0(µ, ν) =


0, åñëè µ = ν,

1

min{k : µk ̸= νk}
, åñëè µ ̸= ν.

Ïîëó÷åííîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç B [3, ñ. 154].
Òåîðåìà 3. Äëÿ M = B è X = B è ëþáîãî K > 1 íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå (1),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé K ïî x ∈ X ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè µ ∈ M, ÷òî ôóíêöèÿ (2) íå ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó Áýðà.

Ëèòåðàòóðà. 1. Êàòîê À.Á., Õàññåëáëàò Á. Ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Ì., 1999. 2. Âåòîõèí À.Í. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì // Ìàò. çàìåòêè. 2013. Ò. 93. Âûï. 3. Ñ. 347�356. 3. Àëåêñàíäðîâ Ï.Ñ. Ââåäåíèå
â òåîðèþ ìíîæåñòâ è îáùóþ òîïîëîãèþ. Ì., 1977.
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À. Â. Èëüèí (Ìîñêâà, Ðîññèÿ), Í. À. Èçîáîâ (Ìèíñê, Áåëàðóñü) �Ýôôåêò Ïåððîíà
áåñêîíå÷íîé ñìåíû çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì�
(24.03.2014).

Ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ≥ t0, (1)

ñ îãðàíè÷åííûìè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ïîêàçàòåëÿìè λ1(A) ≤ . . . ≤ λn(A) < 0. Ýòè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðèáëèæåíèÿìè
äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

ẏ = A(t)y + f(t, y), y ∈ Rn, t ≥ t0, (2)

òàêæå ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ñâîèì ïåðåìåííûì t, y1, . . . , yn âîçìóùåíèÿìè
f : [t0,+∞) × Rn → Rn ïîðÿäêà m > 1 ìàëîñòè â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò y = 0 è
âîçìîæíîãî ðîñòà âíå åå:

∥f(t, y)∥ ≤ Cf∥y∥m, y ∈ Rn, t ≥ t0. (3)

Ðàçëè÷íûì îáîáùåíèÿì è óòî÷íåíèÿì èçâåñòíîãî ýôôåêòà Ïåððîíà [1; 2, ñ. 50�51;
3, ñ. 43�44] ÷àñòè÷íîé ñìåíû çíàêà îòðèöàòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äâóìåð-
íîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (1) ïîä äåéñòâèåì íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíû
íàøè ðàáîòû [4�11]. Â ÷àñòíîñòè, ðåàëèçîâàííûé â ðàáîòàõ [10, 11] îáùèé n -ìåðíûé ýôôåêò
Ïåððîíà ñìåíû çíà÷åíèé âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé â äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ λ1 ≤ λ2 < 0, m > 1 è

β1 ∈ [λ1 +∞), β2 ∈ [λ2 +∞), β1 ≤ β2,

óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå äâóìåðíîé ñèñòåìû (1) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè
λ1(A) = λ1 ≤ λ2(A) = λ2 è óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (3) âîçìóùåíèÿ f(t, y) ïîðÿäêà m > 1
òàêèõ, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ y(t, c), c = (c1, c2) ∈ R2, âîçìóùåííîé äâóìåðíîé
ñèñòåìû (2) áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìû âïðàâî è èìåþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè

λ[y(·, c)] =

{
β1, c2 = 0, c1 ̸= 0,

β2, c2 ̸= 0.

Ñóùåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñôîðìóëèðîâàííîãî äâóìåðíîãî ýôôåêòà Ïåððîíà ñìåíû çíà-
÷åíèé áûëî áû äîêàçàòåëüñòâî åãî àíàëîãà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ
ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ β1 è β2. Òàêîé áåñêîíå÷íûé âàðèàíò äâóìåðíîãî ýôôåêòà Ïåððîíà ñìåíû
çíà÷åíèé λ1 ≤ λ2 < 0 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äâóìåðíîé ñèñòåìû ëèíåéíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ (1) íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî β1 ∪ β2 çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé âñåõ
íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé äâóìåðíîé æå íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2) ñ âîçìóùåíèåì (3) ïîðÿäêà
m > 1, â ÷àñòíîñòè ìàëîñòè â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, è ñîäåðæèò íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ m > 1 è λ1 ≤ λ2 < 0 è íåïóñòûõ ïðîèçâîëüíûõ
êîíå÷íûõ èëè îãðàíè÷åííûõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ

βi = {βik} ⊂ [λi,+∞), i ∈ {1, 2},

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ îòäåëåííîñòè supβ1 ≤ inf β2, ñóùåñòâóþò:
1) äâóìåðíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ (1) c îãðàíè÷åííûìè áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìûìè íà ïîëóîñè [1,+∞) êîýôôèöèåíòàìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè
λ1(A) = λ1 ≤ λ2(A) = λ2;
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2) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå ïî ñâîèì àðãóìåíòàì t, y1, y2 è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ (3) âîçìóùåíèå f : [1,+∞)×R2 → R2 ïîðÿäêà m > 1,

òàêèå, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ y(t, c), y(1, c) = c, íåëèíåéíîé äâóìåðíîé âîçìó-
ùåííîé ñèñòåìû (2) áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìû âïðàâî è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè
ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà

{λ[y(·, c)] : c2 = 0, c1 ̸= 0} = β1,

{λ[y(·, c)] : c2 ̸= 0} = β2, c = (c1, c2) ∈ R2.

Çàìå÷àíèå 1. Èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì è ìå-
õàíèçìà åå ðàçðóøåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèé âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,
ïîñâÿùåíû íåäàâíèå èíòåðåñíûå è âàæíûå ðàáîòû Â.Â. Êîçëîâà [12, 13] è óæå óïîìèíàâøèåñÿ
ðàáîòû Ã.À. Ëåîíîâà.

Çàìå÷àíèå 2. Â íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòå [11] ñîäåðæèòñÿ îïå÷àòêà: íà ñ. 1529 â 17-é
ñòðîêå ñâåðõó âìåñòî φ(i) íåîáõîäèìî ψ(i).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî (ïðîåêò 14-01-90010 Áåë-à) è
Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî (ïðîåêò Ô14Ð-011) ôîíäîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Ëèòåðàòóðà. 1. Perron O. Die Stabilitatsfrage bei Di�erentialgleichungen // Mathematische
Zeitschrift. 1930. Bd 32. Íf 5. S. 702�728. 2. Ëåîíîâ Ã.À. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà è êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Ìîñêâà; Èæåâñê, 2006. 3. Leonov G.A. Strange Attractors and
Classical Stability Theory. St. Petersburg, 2008. 4. Êîðîâèí Ñ.Ê., Èçîáîâ Í.À. Ýôôåêò Ïåð-
ðîíà ñìåíû çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
// Äîêë. ÐÀÍ. 2010. Ò. 434. � 6. C. 739�741. 5. Êîðîâèí Ñ.Ê., Èçîáîâ Í.À. Îá ýôôåêòå Ïåððîíà
ñìåíû çíàêà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2010. Ò. 46. � 10. C. 1388�1402. 6. Êîðîâèí Ñ.Ê., Èçîáîâ Í.À. Ðåàëè-
çàöèÿ ýôôåêòà Ïåððîíà ñìåíû çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2010. Ò. 46. � 11. Ñ. 1536�1550. 7. Êîðîâèí Ñ.Ê.,
Èçîáîâ Í.À. Îáîáùåíèå ýôôåêòà Ïåððîíà ñìåíû çíàêà ñ îòðèöàòåëüíîãî íà ïîëîæèòåëüíûé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé âñåõ ðåøåíèé äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì // Äèôôå-
ðåíö. óðàâíåíèÿ. 2011. Ò. 47. � 7. Ñ. 933�945. 8. Êîðîâèí Ñ.Ê., Èçîáîâ Í.À. Ìíîãîìåðíûé
ýôôåêò Ïåððîíà ñìåíû çíàêà âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñ-
òåì // Äîêë. ÐÀÍ. 2012. Ò. 444. � 1. C. 17�22. 9. Èçîáîâ Í.À., Êîðîâèí Ñ.Ê. Ìíîãîìåðíûé
àíàëîã äâóìåðíîãî ýôôåêòà Ïåððîíà ñìåíû çíàêà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2012. Ò. 48.
� 11. Ñ. 1466�1482. 10. Èëüèí À.Â., Èçîáîâ Í.À. Îáùèé ìíîãîìåðíûé ýôôåêò Ïåððîíà ñìåíû
çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì // Äèôôå-
ðåíö. óðàâíåíèÿ. 2013. Ò. 49. � 8. C. 1087�1088. 11. Èçîáîâ Í.À., Èëüèí À.Â. Êîíå÷íîìåðíûé
ýôôåêò Ïåððîíà ñìåíû âñåõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2013. Ò. 49. � 12. C. 1522�1536. 12. Êîçëîâ Â.Â. Î ìåõàíèç-
ìå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2009. Ò. 45. � 4. C. 496�505. 13. Êîçëîâ Â.Â.
Î ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé ïåðèîäè÷åñêèìè ïî âðåìåíè ãèðîñêîïè÷åñêèìè ñè-
ëàìè // Äîêë. ÐÀÍ. 2009. Ò. 429. � 6. C. 762�763.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 50 � 8 2014


